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W. A. GRAVELAAR, Dr. A. D. VAN DER HARST, C. KNAPPER Kz, 
G.L.N.H. DE LAIVE, M. VAN OVEREEM Jr, Dr. C. STOLP, 

J. VERSLUYS, J.N. VISSCHERS, G. J. VAN DE WELL, 

W. H. WISSELINK, L VAN ZANTEN e. a. 


Eerste Jaargang. 
1904 — 1905. 


BLOM & OLIVIERSE. — 1905. — CULEMBORG. 


7e 6 A a HEK, 


INLEIDING f , . 
Rekenkunde 

N.L. W. A. GRAVELAAR, Over het kleinste gemeene 
veelvoud en den grootsten gemeenendeeler van 
eenige getallen … 

H. A. DERKSEN, Het aantal getallen kleiner dan een 
gegeven getal G en onderling ondeelbaar met G 

W. H. WISSELINK, (a + b + c)B—al— blie is 
deelbaar door 13. (Ex. Wisk. L. O.) 

C. KREDIET, Naschrift . 

C KREDIET, Losse opmerkingen : Vereenvoudiging 
van breuken 

Uit Buitenlandsche tijdschriften door C. A. Cikor 
en Dr. N. QUINT. 

De stof voor rekenkundige vraagstukken 

Vraagstukken 13, 14. 

Vraag en antwoord 23, 28. 

Correspondentie . Î 4 - : 8 

Elementaire Algebra. 

DR. N. Quint. Behandeling van vragen over samen. 
gestelde interest-rekening zonder meetkundige 
reeksen ; , 8 

__W. EsroRr Een eenvoudige ‘proef a ' 

W. H. WISSELINK, Een »kunstje’’ met kaarten, 
voor leerlingen van de 3de klasse H. B. S, 

F. J. VAEs, Maximum- en minimumwaarden 

C. KREDIET, Losse opmerkingen : 

IT Ontbinding van een veelterm 
3 Schrijfwijze voor het binomium van NEWTON 

Uit Buitenlandsche tijdschriften door C. A CIKOT 
en DR N. QUINT. 

Nieuwe en elementaire afleiding van de som van 
de kwadraten der n eerste geheele getallen 

Vraag en Antwoord 4, 12, 23, 30. 

Correspondentie 


a ed 


YA vA S 1 h rar Í 


INHOUDSOPGAVE. 


Hoogere Algebra. 


DR. N. Quinr, Elementair bewijs voor de voorwaar- 
den van onbestaanbaarheid van de wortels der 


vergelijking x% + p Xx + q = 0 

N L. W.A. GRAVELAAR, De leerwijze van Ferrari 
voor de oplossing der isanne van den 
vierden graad, . 02, 

H. J. BOLDERMAN, Oplossing van de vergelijking 
XS LH PX Hq=O. 

H. A. DERKSEN, Algemeen bewijs v voor de binomiaal. 
formule 8 k 


174 
175 


236 


189 


210 


35 
QO 


160 
223 


233 
234 


46 


147 


37 


167 
177 
217 


Vraag en Antwoord 27, 3t. 
Correspondentie b ’ $ ' 


Goniometrie _ZFrigonometrie. 


J N. VISSCHERS, Afleiding van den cosinusregel der 
vlakke driehoeksmeting uit dien der bol-drie- 
hoeksmeting 

O. BENING, Een bewijs voor de formule 
cos A —= cos B cos C + sin B sin C cosa . 

O. BENING- Een bewijs voor de formule 
cos fa—b) == cos a cos b + sin a sin b 3 

H. SCHUITEMA, Het vierkantswortelteeken in En 
metrische vergelijkingen … é ä 

W. H. WISSELINK, Iets over het sommeeren van 
sommige reeksen door middel van » splitsing” 
der termen k 

M DE KONING, De regels van Neper Or 4 

C. KREDIET, Losse Annan Som van een 
reeks . i ë ; 5 5 5 

Vraagstukken ro, rr. 

Vraag en antwoord ro, 21 


Planimetrie 


Dr. A. D. VAN DER HARST, Elementair bewijs van 
het Theorema van Feuerbach 

O BENING, Een bewijs voor het theorema van 
Menelaüs ; 

A. PsiCHA, Íso- perimetrisch punt. fi E 5 

DR. C STOLP, Twee homologe driehoeken … 

O. BENING en R. RIJKSEN, Lrie bewijzen voor de 
stelling van Ptolemeus 

W H. Wiss. LINK, Twee constructies betreffende 
Vierhoeken 

C. KREDIET Losse opmerkingen. Hoeken aan 
den omtrek à À 

Grrr CIKOTSNOoTeenst: het so-perimetrsch punt 

E52 MVABShOversConsgtuentse nn 

Uit Buitenlandsche tijdschriften door Cha CikoT 
en DR. N. OUINT. 

Een nieuw punt Â 

Meetkundige plaats van de ‘punten waarvoor de 
verhouding van de afstanden tot twee vaste 
punten constant is 

Over geometrographie . 

Rechte van Gauss : , A î 

In een driehoek is het vierkant van den afstand 
van een hoekpunt tot het middelpunt van den 
ingeschreven cirkel omgekeerd evenredig met den 
afstand van de overstaande zijde tot het midden 
van den overeenkomstigen boog van den omge- 
schreven cirkel . 


147 


234 


45 
48 


49 


Analogon van de stelling van PTOLEMEUS voor een 
raaklijnenvierhoek : 

Uitbreiding van de stelling van Ptolemeus 

Japansche wiskunde = 

Het raakpunt van den ingeschreven cirkel met den 
g punts cirkel 

Benaderings-constructie voor de verdubbeling van 
den kubus. é 

Als twee cirkels elkander enijden verhouden zich 
de kwadraten der koorden welke evenwijdig 
loopen met de gemeenschappelijke snijlijn en 
een cirkel raken als de pijlen der segmenten 
welke zij onderspannen 

De vier rechten van WALLACE (Sümsonlijnen) van 
vier concyclische punten A, B, C,D ten opzichte 
van de driehoeken waarvan de andere punten 
de hoekpunten zijn, gaan door een punt 

Uitbreiding van de stelling van PTOLFMEUS op 
een scheeven vierhoek 

Uitbreiding van de stelling van PTOLEMEUS op een 
koordenvijf hoek À : 

UNA DO coneyclische punten op een 
gelijkzijdige hyperbool dan gaat de lijn van 
WALLACE van D ten opzichte van A A&U door 
het middelpunt der hyperbool ë 

P is een punt binnen een cirkel, APA’, BPH’ en 
CPC’ zijn koorden, die met elkander hoeken van 
T200 maken. APR BP CP AP + BP 
+ CP, terwijl elk dezer sommen gelegen is 
tusschen SR en Bv8, als XZ de straal van den 
cirkel is 

In elken koordenvierhoek. welks diagonalen elkander 
loodrecht in een vast punt P snijden, zullen de 
rechten, die de middens der overstaande zijden 
vereenigen, door een vast punt gaan 

Een driehoek EEornE met zijn nn 
driehoek 

De oppervlakte van de ellips, die. de zijden van 
een driehoek in hun midden raakt, in de zijden 
uitdrukken . 

‚_ Het vraagstuk van LEHMUS 

Uitbreiding van de stelling van CEVA . 

Als in Q A B C het verschil der hoeken Ben A 
== go’ is, dan ligt het middelpunt van den cirkel 
van FEUERBACH, op A B 

Vraagstukken 1, 3, 9, 12, 19, 20 

Vraag en Antwoord, 1, 2, 3, 6, 7, 9, II, 13, 


PAND G 7 10,20, 227 20,20. 5 UT 


Correspondentie. 


114 


115 


IL5 


195 


196 


197 


284 


Hoogere vlakke krommen. 


7. Z. VAN Dijck, Een Ellipsconstructie 74 
DR. H. J. OosTING, Een paar leerzame foutieve 
oplossingen „20 


Uit buitenlandsche tijdschriften door C ASIO 
en Dr. N. Quint. 
Elementaire afleiding eener ee: van de 
kegelsneden Á ì 48 
Als men uit P raaklijnen aan een kegelsnede trekt, 
dan maken deze met de lijnen naar de brand- 
punten getrokken gelijke hoeken ' Ò 116 
De meetk. plaats der punten, waaruit aan een ellips 
onderling loodrechte raaklijnen Ee kunnen 
worden is een cirkel E 116 
Zoo de normalen in de punten P en P de as 
eener parabool in G en G’ snijden, dan is het 
midden H van G G’ evenver van Pen P' verwijderd 196 
De vergelijking der assen eener kegelsnede gegeven 


door hare algemeene vergelijking à 100 
Inhoud van een parabolisch sigment ; ie 208 
Vraag en antwoord 18. 

Correspondentie î ; 8 BEN Ke) 


Stereometrie. Beschrijvende Meetkunde. 


C. A. CiKoOT. De vierhoek en het octaëder in hunne 
analogie 45 530 
J. N. VISSCHERS, % Theorema van  PTOLEMEUS en 
de halve maantjes van HIPPOKRATESopden bol 72 
Dr. N. Quint, Het gelijkzijdig viervlak ; „IOO 
C. KREDIET, Door een gegeven punt een lijn te 
trekken, die met het hor en het vert. vlak gegeven 
hoeken maakt . 235 
Uit Buitenlandsche tijdschriften door C. A. Cikor 
en Dr. N. OQUINT. 
Als van een regelmatig veelvlak, welks zijvlakken 
drie hoeken zijn, X het oppervlak van den om- 
geschreven bol, Y het oppervlak van den bol, die 
de ribben raakt en Z het oppervlak van den 
ingeschreven bol voorstelt, dan is X+84=4Y 49 
Als men uit een willekeurig punt op de zijden van 
een vlakken of scheeven veelhoek loodlijnen 
neerlaat, is de algebraïsche som van de producten ; 
lengte zijde en afstand van MALE tot midden 


»gelijk nul” f 248 
Stereometrische end van het theorema van 
STEWART .… OO 


Vraagstukken 2, de B 6, AS 16, 17, 18. 
Vraag en Antwoord 5, 15. 


Krommen in de ruimten. Oppervlakken. 


F. J VAES, Een niet continue kromme lijn en een 
niet continu oppervlak Ô } 

H. GOUWENTAK Over het bepalen der strictelijn 
op scheeve oppervlakken .… 

H GOUWENTAK Differentiaal kenmerk der ontwik 
kelbare oppervlakken 

C. VAN ALLER, Over het bepalen \ van de strictielijn 
op scheeve oppervlakken .… 

C. VAN ALLER, De bepaling van een ontwikkelbaar 
oppervlak … : 

Uit Buitenlandsche tijdschriften door C, A. Cikor 
en Dr. N. OQUINT. 

Een rechte lijn, die zich zoodanig verplaatst, dat 
zij op drie kruisende lijnen rusten blijft, beschrijft 
een oppervlak van den tweeden graad 

Als men twee willekeurige gebogen oppervlakken 
heeft kan men op beide een onbepaald aantal 
kromme lijnen aanwijzen zoodat iedere lijn op 
het eene oppervlak congruent is met een lijn op 
het andere à 


Mechanica 


C. KREDIET. Over het middelpunt van krachten 
gelegen in één plat vlak A 

DR. N. OUINT, Het zwaartepunt van een trapezium 

F. J. VAES, Over Zwaartepunten . ; 

C. KREDIET, Losse opmerkingen. E enwicht van 
krachten : 

Uit Buitenlandsche tijdschriften door eh A CikoT 
en Dr N. OUINT. 

Gevoeligheid van een balans 

De formule voor den slingertijd 

Correspondentie … 


Natuurkunde. 


DR N. QUINT Correctie formule voor de Roogle 
van den barometerstand 

C. KREDIET, Een elementaire bepaling van de 
voortplantings-snpelheid van het geluid 

Vraag en antwoord 8. 

Correspondentie 


Methodiek 


DR. A. VAN THIJN. Het onderwijs in de eerste be- 
ginselen der algebra . 

C. A. CiKoT, lets over vereenvoudiging van het 
elementair onderwijs in meetkunde 

Uit Buitenlandsche tijdschriften door C. A CIKOT 
en Dr. N. OUINT. 

Bepalingen van het platte vlak AK : 


86 
10 
105 


237 


240 


her: 


TIO 


Debat over de invoering van de aen 


rekening op de middelbare scholen . - III 
Het onderwijs in de beginselen der Wiskunde in 
Italië . : II 


Veber die N ofwendisneit regelmäsziger Vorlesungen 
uber Elementar, Mathematik an den Universitäten 245 
Vraag en Antwoord 16, 25. 
Varia. 
Enquête sur la méthode de travail des Mathématiciens 155 
Dr. N. Quinr, Uit het h van Wiskunde - 


en Natuurlijke Historie 194 
Dr. N. Quinr, Necrologie . 202 
Vraag en antwoord . 62, 143, 206, 280 
Correspondentie SN 8 147, 210,02 08 
Nieuw verschenen werken IT 48, 2 

Vraagstukken. 


Vraagstukken van Examen L., O. Wiskunde 1904 116 
Vraagstukken van Examen M.O. Wiskunde KIrgo4 118 
Vraagstukken van Examen M. O. Wiskunde K. V. 


1904 . 120 
Vraagstukken van het aspirant. -landmeter-examen 
1904 . 123 


Vraagstukken Ig, 1020, 30—50, 51—70, 


50, 140, 203, 277 
Oplossingen der vraagstukken 1—-g 10—20, 125, 261 
Correspondentie É s - . 211 


Drukfouten in l*te" Jaargang. 
Blz. 36 Bij 4 staat 25000 : 1,041® moet zijn x. 
Blz. 27 laatste regel over samengestelden intrest, staat 


+, lees — hea: 
1,04 19 
Blz. 49 n®. 4, (uit Buitenl. Tijdschr.) staat R2 —p?= jz a? 
dit moet zijn R? — r? — 1, af. 


Blz. 157 rerel 6 v. b. is voor het wortelteeken de 
factor 2 weggevallen. 


Blz. 157 onderste regel, staat |/ 3a + b + c, lees 
3 | (a +4 b + cj) 
Blz. 197 In de figuur moet KL ML worden. 


Blz. 198 Tweede regel van boven staat Js, lees pg. 
Blz. 262 meten regel 3 en 2 van onderen aldus gelezen 
worden : 
Nu is Ter. Ig 2 A sin (s- 4); S-a == gol — 1, a 
derhalve Ton oek a ad eeens 


» 


tg sa 
Verder is Te R= 2-72. Uitb Zak 0 
S EN Uitb +c == 180 volgt 
B + C = 1800, enz, 
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Het plan om een nieuw wiskundig tijdschrift opterichten, dat de leemte 
zow aanvullen tusschen de beide bestaande werd met zeer veel sympathie 
ontvangen. Blijkbaar werd de behoefte aan zulk een tijdschrift sterk ge- 
voeld. 

Er is een tijd geweest, dat een groot aantal tijdschriften bestonden 
van localen aard; zij Melden op te bestaan, vermoedelijk omdat ze te 
locaal waren, en daardoor niet een voldoend aantal lezers konden bereiken. 

Mogelijk heeft iemand, dit bekend is met de strekking en de geschiedenis 
van een of meer zulke tijdschriften, lust daaromtrent iets mede te deelen 
in dit blad, voordat de herinnering aan die tijdschriften verdwijnt. 

Thans zijn er slechts twee tijdschriften, (niet van localen aard): het 
Nieuw- Archief, orgaan van het Wiskundig Genootschap » Hen onvermoeide 
arbeid komt alles te boven” te Amsterdam, 

en de Vriend der Wiskunde, onder redactie van den heer van Breen 
te Arnhem. 

Het Nieuw-Archief heeft zich in de laatste tientallen jaren in een 
richting bewogen, die vele wiskunde-leeraren weerhoudt als lid van het 
Genootschap toe te treden. Immers zijn de ingezonden stukken bijna zonder 
uitzondering speciaal-studies, die slechts door weinigen kunnen worden 
gelezen, en men schroomt dus stukken in te zenden, die algemeen bevatte- 
lijk zijn. 

»De Vriend der Wiskunde” richt zich meer tot hen, die voor acten 
studeeren, en is dus ook miet het orgaan, dat door alle wiskundigen gelezen 
wordt. 

Foch is het zeer wenschelijk, dat een tijdschrift bestaat, geschikt voor 
alle wiskundigen, en dat dus een band tusschen hen vormt. 

Meer in het bijzonder is betere aaneensluiting van wiskunde-leeraren 
gewenscht ; de oudere leeraren kunnen uit hun ervaring meermalen belang- 
rijke mededeelingen doen, die aan de jongere ten goede komen. Elke leeraar 
vindt van tijd tot tijd wel eens iets, dat de moeite waard is om aan 
anderen te worden medegedeeld : een wieuwe constructie, een nieuwe eigen- 
schap, een bijzondere oplossing van een bekend vraagstuk enz.; of hij 
komt er toe bekende vraagstukken in nieuwen vorm te kleeden, of geeft 
door uitbreiding of wijziging van een eigenschap aanleiding tot het opstellen 
van een serie nieuwe vraagstukken. Dit alles kan voor anderen weer een 
prikkel zijn tot nader onderzoek. 

Het is in geen geval de bedoeling aan te sporen tot uitbreiding van de 
leerstof aan H. B. S. en Gymnasia ; veel meer zullen gemotiveerde voor- 
stellen omtrent vereenvoudiging gaarne opgenomen worden. 

Het nieuwe tijdschrift behoeft miet uitsluitend onderwerpen te behandelen, 
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die onmiddellijk van toepassing kunnen zijn bij het onderwijs aan H.B.S. 
en Gymnasia; alle wiskundigen zullen het aangenaam vinden, ook zaken 
te zien opgenomen, die betrekking, hebben op de deelen der hoogere wiskunde, 
die zi bij hunne studiën hebben doorgewerkt. Toch is het wenschelijk op 
het gebied der hoogere wiskunde niet te ver te gaan, en terwijl dus van 
de lagere wiskunde alles zal worden opgenomen, wat betrekking heeft op 
hèt onderwijs aan H. B. S. en Gymnasia, zullen van de hoogere wiskunde 
slechts opstellen of vraagstukken worden toegelaten betreffende onderwerpen 
uit gedeelten. welke bij evamens gevorderd worden. Van analytische meet- 
kunde, differentiaal en integraalrekening, hoogere rekenkunde, hoogere 
algebra, mechanica en het wiskundig gedeelte der natuurkunde, zal dus 
slechts datgene omvat worden, wat geëischt wordt voor candidaatseramens, 
Delftsche evamens B en CO, en akte-evramens. Daardoor vervallen dus 
alle speciale onderwerpen, en wordt de weg afgesneden voor opstellen, die 
slechts door enkele personen kunnen worden gevolgd. 

Wat buiten het afgebakende gebied valt, zal verwezen worden, hetzij 
naar het Nieuw-Archief, hetzij naar »De Vriend der Wiskunde.” 

Vermoedelijk zullen de drie tijdschriften alle wel varen bij deze indeeling. 

Het nieuwe tijdschrift zal daardoor tevens onder het bereik vallen van 
hen, die wiskunde bestudeerd hebben, zonder dat ze leeraar zijn geworden. 

Hoofdzakelijk geldt dit voor ingenieurs, waarvan er velen in hun prac- 
tische loupbaan belang blijven stellen in zuiwer theoretische vraagstukken, 
en die gaarne een tijdschrift zullen bezitten, dat hen voortdurend aan hun 
studies herinnert. Zeer zeker zullen er onder hen zijn, die zich zullen 
aangespoord gevoelen tot verdere studie ; de resultaten daarvan zullen gaarne 
worden opgenomen; wisselwerking tusschen theorie en praktijk is ten allen 
tijde voor beide vruchtbaar geweest. 

Ook is de wisselwerking tusschen lagere en hoogere wiskunde evenmin 
van belang ontbloot Meermalen zal een onderwerp uit de lagere wiskunde 
uitgebreid kunnen worden tot een van hoogere wiskunde, waardoor meestal 
weer nieuwe gezichtspunten verkregen worden, en omgekeerd zullen methoden 
wit de hoogere wiskunde ook hun toepassing kunnen vinden op de lagere — 
zij het ook niet in hun vollen omvang. 

Zoowel mededeelingen omtrent theorie als vraagstukken zullen welkom 
zijn. De mededeelingen behoeven daarbij echter niet steeds den vorm te 
hebben van lange verhandelingen; kleine mededeelingen zullen evengoed 
worden opgenomen ; deze sporen dikwijls anderen aan tot verder onderzoek. 
Daarnaast zijn meer uitgebreide besprekingen van een of ander onderwerp 
zeer gewenscht. 

Wat de vraagstukken betreft, kan niet als eisch gesteld worden, dat 
elk opgegeven vraagstuk nieuw is; bekende vraagstukken laten soms zeer 
bijzondere oplossingen toe, die dan weder nieuw licht kunnen werpen op 
de theorie, Nieuwe vraagstukken zijn zeker van een goede ontvangst, vooral 
indien ze systematisch gerangschikt zijn, wanneer ze op eenzelfde onder- 
werp betrekking hebben Zulke vraagstukken kunnen desgewenscht eerst aan 
de lezers worden voorgelegd ter oplossing. Op archzelf staande vraagstukken 
zullen echter niet worden uitgesloten ; voorwaarde is dat ze geen speciale 
studies vereischen. 
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Het tijdschrift zal ook trachten bij te dragen tot meerdere bekendmaking 
van minder algemeen bekende onderwerpen, door verhandelingen over de 
nieuwere meetkunde van den driehoek, van het viervlak enz. Als zeer 
belangrijk zullen geschiedkundige mededeelingen worden beschouwd ; niet 
zoozeer biografische bijzonderheden van wiskundigen als wel de geschiedenis 
van onderdeelen der wiskunde of van een enkel vraagstuk, 

Wat paedagogische onderwerpen aangaat, zal worden zorg gedragen, 
dat deze miet het grootste gedeelte van het tijdschrift zullen innemen ; 
aan beknopte besprekingen van methoden zal gaarne een plaats worden 
ingeruimd. 

Bvenzoo zal een gedeelte van elke aflevering worden beschikbaar gesteld 
voor inhoud van tijdschriften en voor boekbeoordeelingen. 

Boekbeoordeelingen in een vorm, waarbij slechts eenige zinnen wit voor- 
rede of tekst worden aangehaald, of waarbij de naam van den schrijver 
uitgangspunt is, zullen geweerd worden. Slechts zuiver critische zullen 
worden opgenomen. Beoordeelingen van Hollandsche schoolboeken zullen 
niet worden opgenomen, terwijl van zelf spreekt, dat persoonlijke aanvallen 
niet kunnen worden toegelaten. 

In een rubriek »Vraag en Antwoord’ wordt de gelegenheid geopend 
vragen tot medelezers te richten, bijv. voor behandeling van een of ander 
onderwerp, voor opgave van literatuur enz. Dit geeft een band tusschen 
de lezers onderling, die tot nauwere aansluiting zal leiden. 

De bedoeling is, het tijdschrift elke drie maanden te doen verschijnen, 
en wel telkens ongeveer drie vel druks, De wensch wordt uitgesproken, 
dat de lezers door vele inzendingen dit niet alleen zullen mogelijk maken, 
doch zelfs zullen noodzaken tot vergrooting. 


F. J. VAES. 


De vierhoek en het octaëder in hunne analogie. 


DOOR 


CG A. Cikot, (s-Hertogenbosch). 


De figuur in de ruimte die de meeste analogie vertoont 
met den vierhoek is niet, zooals men meenen zou, de 
viervlakkenhoek of het tetraëder, maar het octaöder, 
waaronder hier verstaan wordt een lichaam begrensd door 
acht driehoeken, vier aan vier samenkomend in één hoekpunt; 
de diagonalen behoeven dus niet gelijk te zijn, noch elkander 
te snijden. 

De meeste eigenschappen van den vierhoek worden, daar 
ze algemeen bekend zijn, vermeld zonder bewijs. *). 


renem 


Vierhoek. Octaëder. 


a) De middens van de| a) De zwaartepunten van de zij- 
zijden zijn de hoekpunten | vlakken zijn de hoekpunten van 
van een par., waarvan de |een parallelepipedum; de ribben 
zijden evenwijdig loopen | daarvan loopen evenwijdig met de 
met de diag. van den v.;| diag. van het o. (Zie noot 1). De lij- 
het snijpunt van delijnen nen die de zwaartepunten van de 
die de middens van de | overstaande zijvlakken verbinden, 
overstaande zijden ver-| deelen elkaar middendoor in het 
binden valt samen met | zwaartepunt van den driehoek wel- 
het midden van de lijn die | ke de middens van de diagonalen 
de middens van de diag. {tot hoekpunten heeft, welk punt 
verbindt. (Dit laatste ook , tevens zwaartepunt is in iederen 
te bewijzen door het mid- | driehoek welke de middens van drie 
delpunt te nemen van '!kruisende ribben tot hoekpunten 

*) In dit opstel worden de volgende verkortingen gebruikt: v. — vierhoek ; 


o. — octaëder; par. — parelellogram (of meervoud); diag. — diagonaal (of meer- 
voud) ; m. pl. —= meetkundige plaats. 


evenwijdige en gelijke 
krachten in de hoekpun- 


ten). 
In den v. kan men een 
reeks par. beschrijven 


waarvan de zijden even- 
wijdig met de diag. loo- 
Bonder: plievan het 
snijpunt der diag. is de 
lijn die in den oorspron- 
kelijken v. de middens 
van de diag. verbindt. 

Het eerst bedoelde par. 
Kan ruit, rechthoek en 
vierkant worden, en is in 
ieder geval het grootste 
van de serie. 

b) De middens van de 
drie diagonalen liggen op 
ééne rechte lijn. 

c) De oppervlakte van 
een v. is gelijk aan het 
halve product van de 
diag. en den sinus van 
den ingesloten hoek. 

d) Het zwaartepunt 
van een vierhoek valt sa- 
men met het middelpunt 
van vijf gelijke en even- 
wijdige krachten, vier 
van die krachten zijn een- 
der gericht en hebben 
hun aangrijpingspunt in 
de hoekpunten, de vijfde 
is tegengesteld aan de 
andere en grijpt in het 
snijpunt der diag. aan. 
(Zie noot 2). 

Gevolg. Het zwaarte- 
punt van een vierhoek 
ligt op eene rechte lijn 
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heeft (genoemde punten zijn nl. alle 
het middelpunt van hetzelfde stel 
gelijke en evenwijdige krachten 
die in de hoekpunten aangrijpen). 

In het o. kan men meerdere pa- 
rallepipedums beschrijven waar- 
van deribbenevenzijdig met de diag. 
van het o. loopen (als deze laatste 
elkaar kruisen moeten de ribben die 
richting hebben); de m. pl. van het 
snijpunt der diag. in die lichamen, 
is het vlak dat gaat door de mid- 
dens van de diagonalen. 

Als de diag. van het o. gelijk zijn, 
wordt het eerst bedoeld paralelle- 
pipedum begrensd door ruiten; 
staan de diag. loodrecht op elkaar, 
dan is het recht; de combinatie van 
beide gevallen, geeft een kubus. 
Bij den rechthoekigen stand van de 
diag. liggen de 8 zwaartepunten op 
éénen bol. 

Voor het maximum-paralellepi- 
pedum zie de hierna opgegeven 
vraagstukken. (No. 7). 


b) Bij een o. waarin de diag. el- 
kaar snijden liggen de vier snijlij- 
nen van de vier paar overstaande 
zijvlakken in één vlak, waarin ook 
liggen de snijpunten van de over- 
staande zijden in de 3 vierhoeken- 
van de diagonaalvlakken. 

(Van bovenbedoelde vier snijlij- 
nen snijdt iedere de drie andere, 
zonder dat ze door één punt gaan, 
daarom liggende in één vlak.) In 
bedoeld vlak liggen dus ook de mid- 
dens van de derde diagonalen in ge- 
noemde 3 vierhoeken, welke mid- 
dens ook liggen in het vlak dat de 


met het snijpunt der diag. | middens van deo. diag. bevat ; de 
en het midden van delijn middens van de drie buiten-diago- 
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die de middens van de|nalen liggen derhalve op ééne 


diag. verbindt. 

e) De vier zijden geven, 
bij verlenging, vier drie- 
hoeken; de omgeschreven 
cirkels van die driehoe- 
ken gaan door één punt 
F (brandpunt van de pa- 
rabool welke de vier zij- 
den tot raaklijnen heeft). 
Dit punt ligt met de vier 
middelpunten op een cir- 
kel. Is de v. een koorden- 
v. dan ligt ook het mid- 
delpunt van dien oor- 
spronkelijken cirkel op 
den middelpunten-cirkel, 
en F ligt dan op de derde 
diagonaal. 


rechte lijn. 

c) De inhoud van een o. met el- 
kaar snijdende diag. is gelijk aan 
het een zesde van het gedurig pro- 
duet dier diag., den sinus van den 
hoek tusschen een paar diag. en 
den sinus van den hoek dien de 
derde diag. met het vlak van de 
twee andere maakt. 

d) Het zwaartepunt van een 0. 
waarin de diag. elkaar snijden valt 
samen met het middelpunt van 
zeven evenwijdige krachten, zes 
van die krachten zijn gelijk, een- 
der gericht en grijpen in de hoek- 
punten aan, de zevende is tegenge- 
steld gericht, tweemaal zoo groot 
en grijpt in het snijpunt der diag. 
aan. 


Bewijs. 


Het zwaartepunt van eene vier- 
zijdige pyramide valt samen met 
het middelpunt van zes gelijke even- 
wijdige krachten, waarvan er vijf in 
de hoekpunten aangrijpen en dezelf- 
de richting hebben, terwijl de zesde 
in het snijpunt van de grondvlaks- 
diag. werkt en tegengesteld aan de 
andere is. (Zie noot 3). Nu kan 
men het o. verdeelen in twee vier- 
zijdige pyramides, die een diag.… 
vlak tot gemeenschappelijk grond- 
vlak hebben. Als de stukken van 
de derde diag. a en b zijn, verhou- 
den de inhouden van die pyramides 
zich als a en b. Het zwaartepunt 
van de eerste pyramide A Be bC 
valt samen met het middelpunt van 
de evenwijdige krachten ap in A, 
B, c, ben C naar boven gericht, en 
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ap in S (snijpunt der dig.) naar be- 
neden gericht; dat van a B cbC 
met het middelpunt van de krach- 
ten bp in A, B, ce, b en C boven- 
waarts gericht en bp in S beneden- 
waarts gericht; voegen we nu in A 
en a eene kracht, evenwijdig met 
de andere en naar boven gericht 
toe resp. groot bp en ap, dan moe- 
ten we in Seen kracht p (a + b) en 
benedenwaarts gericht toevoegen; 
zoodoende krijgen we in al de hoek- 
punten van het o. gelijk gerichte 
krachten ter grootte van (a + b) p 
en in S twee krachten gelijk daar- 
aan, maar tegengesteld gericht; 
het middelpunt van dit stel is iden- 
tisch met het zwaartepunt. 

Gevolg. Het zwaartepunt van 
een o. waarin de diag. elkaar snij- 
den ligt op ééne rechte lijn met het 
snijpunt der diag. en het zwaarte- 
punt van den driehoek welke de 
middens van de diag. tot hoekpun- 
punten heeft. 

e) Bij een o met elkaar snijdende 
diag. geven de drie diag.-vlakken 
ieder een punt F' ; in verband daar- 
mee kan men bij ieder diag.-vlak 
een groep van acht tetraëders aan- 
wijzen, waarvan de omgeschreven 
bollen door één punt gaan. 

Is het o. ingeschreven, dan zijn de 
punten F de loodlijnen uit het mid- 
delpunt van den bol neergelaten op 
de buitendiag. in de diag.-vlakken. 

De lijn die het middelpunt van 
den bol met het snijpunt der diag. 
verbindt, staat loodrecht op het 
vlak dat de drie punten F bevat, 
d.i. het vlak bedoeld in 5). 

(Wordt vervolgd). 
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Noten. 1. Dat de ribben van een paralellepipedum be- 
schreven in een octaëder met elkaar kruisende diagonalen 
evenwijdig aan die diagonalen moeten loopen, blijkt uit 
het volgende : 

als men in een scheeven vier- 
hoek ABab een paralellogram 
wil beschrijven, dan moet men W 
in ieder van de elkaar snijdende WN 
vlakken AB aan Aba een lijn 
trekken, zóó dat die twee lijnen B 
evenwijdig zijn; daarom moeten | 
die lijnen evenwijdig met de bifás 
gemeene doorsnede van de twee BENGE 
vlakken (dus hier de diagonaal) 
zijn. 


2. Dat het zwaartepunt van een vlakken vierhoek samen- 
valt met het middelpunt van de bedoelde krachten, blijkt 
als volgt: 

’tIs bekend dat het zwaartepunt van een driehoek 
samenvalt met dat van drie gelijke, eender gerichte krach- 
ten, die in de hoekpunten aangrijpen. Zij nu ABCD de 
vierhoek, dan is zijn zwaartepunt ook dat van de figuur 
door de beide driehoeken ADC en ABC gevormd; zij ver- 
der DE = r en EB == 8, dan is het zwaartepunt van À 
ADC identisch met het middelpunt van de krachten rp 
in A, D en C, dat van A ABC met het middelpunt van 
de krachten sp in A, B en C, aan welke krachten we de 
richting geven die het eerste stel heeft; voegen we nu in 
B en in D nog een kracht toe resp. groot rp en sp, en 
van dezelfde richting als de voorgaande, dan moeten we, 
om deze toevoeging te neutraliseeren, in E eene kracht 
toevoegen ter grootte van (r + 8) p, en werkende in een 
richting tegengesteld aan de andere. 


8. Dat het zwaartepunt van eene vierzijdige pyramide 
samenvalt met het middelpunt van bedoelde krachten, 
blijkt als volgt: 


't Zwaartepunt (Z) van eene pyramide ligt op de lijn 
die den top (T) verbindt met het zwaartepunt (Z,) van 


het grondvlak en 
wel op 4 van die 
lijn,van hetgrond- 
vlak af gerekend. 
Stelt men nu van 
de bedoelde krach- 
ten eerst die sa- 
men welke hun 
aangrijpingspunt 
in het grondvlak 
hebben, dan vindt 
men voor hun mid: 
delpunt, _krach- 
tens het voorgaan- 
des Za enweere 
resultante 383 Ps; 
TUC AEKE renem stelt men die re- 
sultante weer samen met de kracht P in den top, dan 
vindt men voor het definitieve middelpunt Z, (immers: 
RAe 1 8). 


‘Afleiding: van den cosinusregel der vlakke drie- 
hoeksmetine: uit dien der bol-driehoeksmeting. 


J. N. Wisschers, (s-Hertogenbosch). 


Zij ABC een bol-driehoek 
met de zijden a, b en c. 
De koorde A B ==, koorde 
BC ==a«en koorde A C = 4. 

Is dan EBC een groote 
cirkel op den bol, die de 
koorde BC == « bevat, trek 
dan de middellijn C E,‚ den 
straal M B en de loodlijn 
DN u ijs B C2 —= a —= 
BEC E=(MC—MD) 
DRE —(f — Ir COSa) X 2r 
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a? B? A 
of cos a == 1 — — — Evenzoocosb= 1 — ——; sin? b== 
Jans VN 
ati JCR, 2? les en in y? yy? Ki cn B 
hers (1 mee Oi Ln 1 — gr); sin De je 


(1 — En sin C =5 WV (l— zr): Substitueert men 


de gevonden waarden in cos a == cos b cosc + sin b sin c 
cos A geldig voor bol-driehoek gat dan En 
dal in A Ee 20 


or ar Gb En rt Te 
at =d — Ee L) X cos A. 
T 


De laatste Kn geeft een ERN aan tusschen 
de 3 koorden van een bol-driehoek en éen der hoeken, 
niet van de koorden maar van de bogen, als tevens de 
straal van den bol (== r) gegeven is. 

Laat men nu den straal onbepaald toenemen, terwijl de 
koorden haar lengten behouden, dan zal bij deze toename 
van den straal de hoek A der bogen naderen tot den hoek 
A! der koorden en de vergelijking gaat over in «° — £? 
J y? — 2 By eos At. 

'tIs nu verder gemakkelijk in te zien, dat uit de formule 
sin OAMNSED 


sin CMS 


b sin B 
h G en - = 8 
oeken volgt EEN 


voor de vlakke drie- 


der bol-driehoeksmeting 
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Blementair bewijs van het Theorema 
van Eeuerbach 


DOOR 


Dr. A. D. Van der Harst, (Den Haag). 


Zooals aan de meeste lezers van dit tijdschrift wel be- 
kend zal zijn, heeft in 1822 Karl Wilhelm Feuerbach (1800— 
1834) de volgende merkwaardige eigenschap van den negen- 
puntscirkel medegedeeld: „De negenpuntscirkel van een 
driehoek raakt zoowel aan den in- als aan de aangeschre- 
ven cirkels van dien driehoek” en wordt deze eigenschap 
naar hem „theorema van Feuerbach,” de negenpuntscir- 
kel ook wel „cirkel van Feuerbach” genoemd. 

Daar de bewijzen voor deze eigenschap gegeven, voor 
zoover mij bekend, bij den lezer de kennis van inverse 
figuren of andere minder elementaire zaken onderstellen, 
komt het mij niet ongeschikt voor, een elementair bewijs 
van het beroemde theorema in wijderen kring bekend te 
maken. Ik stel mij voor het bewijs eerst voor den inge- 
schreven cirkel, daarna voor een der aangeschreven cirkels 
te geven, terwijl tot besluit een paar opmerkingen hieraan 
worden toegevoegd. 


Bewijs voor den ingeschreven cirkel. 


Zij A ABC de driehoek, M het middelpunt van den 
omgeschreven cirkel, O, gelegen op de lijn, die A met het 
midden E van bg BC verbindt, dat van den ingeschreven 
cirkel, H het snijpunt der hoogtelijnen, dus N, het midden 
van MH, het middelpunt van den negenpuntscirkel. Even- 
wijdig aan de hoogtelijn AD, dus ook evenwijdig aan de 
lijn ME, die BC in het midden F treft, wordt eene rechte 
getrokken, welke EA, FD en EH in de punten G, Il en K 
halveert. Nu is NK =+ME, dus ligt K evenals D en F' 
op den negenpuntscirkel; verder is GK == 4} AH, en vol- 
gens eene bekende eigenschap is ook MF = 4 AH, dus GK = 
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== MF of MG/FK 
Men j AL, omdat G 
B het midden van 
AE is. Hieruit 
B volgt, dat A EMA 
Ben A FKD gelijk- 
vormige figuren 
8 zijn met O en het 
raakpunt R van 
den ingeschreven 
cirkel aan BC als 
B gelijkstandige 
| punten; wij zul- 
len nu aantoonen, 
dat het snijpunt 
L van KR met den 
ingeschreven cirkel 
ok op den negen- 
puntscirkel ligt en 
beschouwen daar- 
roe het produkt 
EFR X RD inver- 
sand met KR X 
XE 

Men heeft name- 
ijk, als m de ge- 
B lijkvormigheids- 
factor voorstelt : 
Kr ‚en vol- 
MG- MIE 
gens een bekende eigenschap is, EO 5 OA Se 
ME X RS (RS is de middellijn van cirkel O) dus: 

KI KF 
OD a De RDS tc X ME MME XX RS =S KE 

of daar A KIR ev A RLS iss ER X RD =S KRO 
waaruit inderdaad blijkt, dat L met D, K en F op den 
negenpuntscirkel gelegen is. Nu is het ook duidelijk, dat 
de cirkels elkaar raken; immers, daar KN en RO gelijkge- 
richte stralen zijn, moet dit ook met LN en LO het geval 
zijn; LN en LO wallen dus samen, derhalve raken de cirkels 
N en O elkaar inwendig. 

Bewijs voor den aangeschreven cirkel aan de zijde BCO, Zijn 


nne ee 


jz 


4 
Ü 
1 
% 
hi 
U 
1 
Lj 
1 
is: 
Û 
ij 
t 
1 
\ 
Î 
ie 
Î 
| 


FR X RD == m X EO X OA, maar m —= 
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Oa het middelpunt, Re het raakpunt van den aangeschre- 
ven cirkel aan de zijde BC, dan is het, geheel in overeen- 
stemming met het bovengegeven bewijs, voorloopig ons doel 
aan te toonen, dat het snijpunt van KR«4 met den aange- 
schreven cirkel ook op den negenpuntscirkel gelegen is. 

Hiertoe beschouwen wij dezelfde gelijkvormige figuren, 
waarin ook O« en Ra gelijkstandige punten zijn en ver- 
krijgen aldus: 


Ra F X Ra D==m? X Oa EX Oa A. 


KI Aers KI 
HG ME’ dus Mm =HE en Oa EX Oa A= 


2 Rra == ME X Ra Da 


(Ra Sa is de middellijn van den aangeschreven cirkel) dus: 
Be FX Re D= DE ME De Ra Sa = KI pe Ra Sa = 
Ra K X Ra La (omdat A KIRa ov A Ra La Sa is) waaruit 
inderdaad blijkt, dat La op den negenpuntscirkel ligt. 
Daar nu KN en Ra Oa tegengesteld gerichte stralen zijn, is 
dit ook met La Nen La Oa het geval; La N en La Oa val- 
len dus i elkaars verlengde, derhalve raken de cirkels N 
en Os elkaar witwendig. Op gelijke wijze kan men aantoo- 
nen, dat de negenpuntscirkel ook de beide andere aange- 
schreven cirkels uitwendig raakt. 

Behalve aan de in- en aangeschreven cirkels van \ ABC 
raakt de negenpuntscirkel nog aan twaalf andere, nam. 
aan de in- en aangeschreven cirkels van de driehoeken, 
die het hoogtepunt en telkens twee hoekpunten van den 
oorspronkelijken driehoek tot hoekpunten hebben; deze 
eigenschap is in 1862 door W. Hamilton gevonden. Het 
bewijs is eenvoudig ; wil men de eigenschap bijv. voor \ HBC 
aantoonen, dan zou men het volgende kunnen opmerken : 

le. H en A zijn van beteekenis verwisseld d. w. z. 
H is hoekpunt, A hoogtepunt geworden. 

2e. A HBC en A HBC (H' is het snijpunt van AD met 
den omgeschreven cirkel van A ABC) liggen symmetrisch 
ten opzichte van BC, dus is M’ (M en M’ liggen evenzoo 
symmetrisch ten opzichte van BC) het middelpunt van den 
omgeschreven cirkel van A HBC, welke even groot is als 
die van A ABC. 

Uit het voorgaande volgt (omdat MM’ nu gelijk is aan 
AH, dus AMM’'H een parallelogram is) dat \ ABC en 


Maar m == 
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A HBC denzelfden negenpuntscirkel hebben *) (de middelpun- 
ten vallen samen terwijl de stralen even groot zijn), der- 
halve raakt genoemde cirkel volgens het theorema van 
Feuerbach ook aan de in- en aangeschreven cirkels van 
A HBC, waarmee het theorema van Hamilton bewezen is. 

Eindelijk kunnen de voorgaande beschouwingen dienen 
om de volgende vraag, waarvan eene eenvoudige oplossing 
gevraagd is in de Juli-aflevering van het tijdschrift „Mathesis”’ 
jaarg. 1901, te beantwoorden; zij luidt: 

Zij M het middelpunt van den omgeschreven cirkel van 
A ABC, O het middelpunt van den ingeschreven cirkel, 
welke BO, CA en AB in de punten R,‚ P en Q raakt. Door 
R wordt nu eene lijn evenwijdig aan OM getrokken, welke 
cirkel O in « snijdt; gevraagd te bewijzen, dat de loodlijn 
uit « op PQ neergelaten, cirkel O in het gemeenschappe- 
lijk punt L van dezen cirkel en den negenpuntscirkel 
ontmoet. 


Oplossing. Daar AB 1 PQ is (de raakpunten P en Q zijn 
in de figuur niet geteekend) behoeft men slechts aan te 
toonen, dat de verbindingslijn van « met L evenwijdig aan 
AE is, of dat, als Ra AE in het punt U snijdt, /. LaB= 
== Za UAis. Nu is, omdat Ra//OM is, en OM in A EMA 
gelijkstandig is met RK in A FKD, / a UA SMO 
/ KRD; maar, omdat R,‚L,«en Sop den ingeschreven cir- 
kel liggen, is /-Lbak=4/ Lekrof == £ Ko 
{LSR en / KRD beiden / LRS tot complement hebben) _ 
derhalve is / LaR = / «UA, hetgeen moest bewezen 
worden. Gemakkelijk isin te zien, dat een dergelijke eigen- 
schap ook voor den aangeschreven cirkel geldt. 


Daschraitt. 


Aan een artikel van J.S. Mackay in „Proceedings of 
the Edinburgh Mathematical Society” 189298 getiteld 
„History of the ninepoint circle”, waarop de heer Quint 
(Den Haag) mijne aandacht vestigde, zijn de volgende 
geschiedkundige aanteekeningen ontleend : 


*) Dit is ook terstond duidelijk, omdat de negenpuntscirkel van /\ ABC door 
de middens der zijden van /\ van HBC gaat. 
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‘ Het geschrift, waarin Feuerbach het naar hem genoemde 
theorema bekend maakt, draagt tot titel „Eigenschaften 
einiger merkwürdigen Punkte des geradlinigen Dreiecks” 
en verscheen in 1822 te Nürnberg. Zijn bewijs berust 
hierop, dat hij aantoont, dat de afstand van de middel- 
punten van negenpuntscirkel en bijv. ingeschreven cirkel 
AR—r is; aan dit bewijs gaan de meer gewone eigen- 
schappen van den negenpuntscirkel vooraf, doch F. ver- 
meldt niet, dat genoemde cirkel door de middens der lijnen 
gaat, welke het hoogtepunt met de hoekpunten verbinden, 
hoewel dit vóór hem reeds gevonden was. Onafhankelijk van 
Feuerbach is het theorema later opnieuw gevonden door 
Steiner, die het in 1828 in een artikel genaamd „Dévelop- 
pement d'une série de théorèmes relatifs aux sections coni- 
ques” verschenen in Gergonne’s Annales de Mathématiques 
XIX zonder bewijs mededeelde en ook opmerkte, dat de 
eigenschap een bijzonder geval is van een meer algemeen 
theorema. 

Het eerste zuiver meetkundige bewijs verscheen in de 
„Nouvelles Annales de Mathématiques IX” (1850) van de 
hand van J. Mention; later zijn nog verscheidene andere 
bewijzen gegeven, waarvan het in 1872 door Binder ge- 
vondene, ook voorkomende in Baltzer’s Elemente der 
Mathematik II, wel een van de eenvoudigste is. 

Het theorema van Feuerbach heeft in meer dan één 
opzicht eene uitbreiding ondergaan ; behalve de uitbreiding 
op de negenpunts kegelsnede vermelden wij nog die van 
Wilkinson (zie een artikel van Robinson in „Lady’s and 
Gentleman's Diary” van 1857) volgens welke de negenpunts- 
„cirkel behalve aan de in- en aangeschreven cirkels van 
dem oorspronkelijken driehoek aan die van een oneindig 
aantal andere driehoeken raakt, welke volgens een bepaalde 
wet met den oorspronkelijken samenhangen en verder 
„Dr. Hart's Extension of Feuerbach’s Theorem”, welke o.a. 
in het bekende werkje van Casey „A Sequel to Euclid” 
is opgenomen. 
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Over het kleinste gemeene veelvoud en den 


orootsten gemeenen deeler van eenige 
getallen, 


DOOR 


N. L. W. A. Gravelaar, 


Deventer.) 


Door ontbinding in ondeelbare factoren bijv. kan men 
aantoonen, dat men het K.G.V. van twee getallen kan 
bepalen door het product dier getallen te deelen door hun 
G.G.D., en den G.G.D. van twee getallen door het product 
dier getallen te deelen door hun K.G.V. 

Voor een willekeurig aantal getallen gelden de stellingen 
evenwel niet onvoorwaardelijk: deelt men het product van 
meer dan twee getallen resp. door hun G.G.D. en hun 
K.G.V., dan zijn de quotiënten, die men vindt, steeds veel- 
vouden resp. van het K.G.V. en den G.G.D. dier getallen 
en in het algemeen grooter dan deze; men krijgt dan en 
dan alleen het K.G.V. en den G.G.D. zelf tot quotiënt, als 
elke ondeelbare factor, die in een der getallen voorkomt, 
in alle overige ontbreekt, als m. a. w. de getallen twee 
aan twee onderling ondeelbaar zijn. 

Duiden we algemeen met V een gemeen veelvoud, met 
v het K.G.V., met d een gemeenen deeler en met D den 
G.G.D. aan van de getallen, die tusschen haken achter 
deze symbolen staan, dan is dus: 


ie NELE 
de). DA, 4) S Dian a)! 
TEAN 

(1b). DEIN v (a a) 

ORO SEE On 
2a), V (D,, As, A) == el 
an EER, D AES) Voo 

Ih nt en 


(OE IED TONNO E, VOOTr Mn 


1 
Vv (ARR) 
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mits d,, d,,... Un twee aan twee onderling ondeelbaar zijn. 

Ik stel mij voor, een paar minder algemeen bekende 
uitbreidingen van de stellingen (1) te behandelen, die even- 
wel niet, als de stellingen (2), aan beperkende voorwaarden 
zijn gebonden, maar voor een willekeurig aantal getallen 
gelden en onvoorwaardelijk doorgaan; van wie ze afkom- 
stig zijn, heb ik niet kunnen ontdekken: (32) trof ik in 
Maleyx, ZLegons d'arithmétique, Paris 1891, No. 89, aan, 
en (4) in Le Besgue, Erxercices d'analyse numérique, 
Paris 1859, No. 88, XXXI, enin Lucas, Théorie des nom- 
bres 1, Paris 1891, No. 206, Ex. IV, waaruit ik ze, onder 
toevoeging van (3b) en (4b), heb overgenomen in mijn Op- 
gaven ter toepassing van de theorie der rekenkunde, 2e dr, 
Groningen 1904, Nos, 679—680, 719—720. 

Stellingen. a) Het K.G.V. van eenige getallen is gelijk aan 
het product dier getallen gedeeld door den G.G.D, van de 
producten dier getallen, telkens op één na: 


(82). v (A, d,, ……. An) = En Ae) 
Dn 
dies Un 
waar met P (a, d,,...4nr) en met P zonder meer het 
product der getallen a,, «,,... An wordt aangeduid. 


b) De G.G.D. van eenige getallen is gelijk aan het product 
dier getallen gedeeld door het K.G.V. van de producten dier 
getallen, telkens op één na: 


(3b). DNO On) — 


ER B 
ileet an Hanen, 
a, Us An 
NOOT — 4 gaan P/a, &th Pja, resp. in d, en &,, 


dus (32) en (3b) resp. in (le) en (1b) over. 

Bewijs van a). Zij p een ondeelbare factor, die in 
D, Aa,.-rdn resp. voorkomt met de exponenten e,,e,,... 
en, waarvan eenige == O kunnen zijn, en laten a, a,,... 
On ZÓÓ gerangschikt wezen, dat e, > €, >... > én 


is, dat m.a.w. geen dier exponenten grooter is dan een 
voorgaande. 


De factor p komt in het K.G.V. v (a,, d,, .-. 4r) van 
Mr U, ….. An Voor met.den ORE der heeren Ee, 
B, «……. En, d.i. met den exponent e, 


Wiskundig Tijdschrift le Jaarg. 2 


18 


In het product P, (a, 4, ... An) van de getallen d,, 
dz, «…. An komt de factor p voor met den exponent: 
Nn a 
en in de producten P/a,, P/a,, ... P/an van de getallen, 
roep: Top Arsa mr Da eb met de exponenten: 
8 — ES 8 — J- Cn, 
dus in den G.G.D. D en an a f0n} dier producten 
met den kleinsten der exponenten s- — ES — Egg ene 8 En) 
d.i. met den exponent s — e‚…. 
In het quotiënt: 
Pe (denn) 
Die NE) 
es Un 


wordt de factor p dus aangetroffen met den exponent s— 
(s—e,‚) =e,, d.i. met denzelfden exponent als in het K.G.V. 
DAO ed 

Elke ondeelbare factor komt dus in beide leden van de 
formule (8% met denzelfden exponent voor; beide leden 
bestaan dus uit dezelfde ondeelbare factoren resp. met 
dezelfde exponenten en zijn dus aan elkander gelijk. 

Bewijs van b). Zij p een ondeelbare factor, die in 
A, Us) «……« An resp. voorkomt met de exponenten en, emma 
en, waarvan eenige == O0 kunnen zijn, en laten a, d,,... Uw 
zóó gerangschikt wezen, dat e, <e, <<... <S én 18, 


dat m.a. w. geen dier exponenten kleiner is dan een voor- 
gaande. Enz. 
Stellingen. a) Zij P, het product van eenige getallen, P, 
het product van de G.G.D. dier getallen, twee aan twee ge- 
nomen, P, het product van de G.G.D. dier getallen, drie aan 
drie genomen, enz, en v het K.G.V. dier getallen, dan is: 


iede 
42), () my Oene An) ks BPP Ta 
met P„ = D (a,, d,, .. . dn) als factor met den grootsten 
index. 


b) Zij P*, het product van eenige getallen, P', het product 
van de K.G.V. dier getallen, twee aan twee genomen, en 
het product van de K.G.V. dier getallen, drie aan drie ge- 
nomen, enz, en D de G.G.D. dier getallen, dan is: 


el pen 
4b), D ……. On) = 
( ) (a, a, a ) PA Bid Ee 
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met P', == Vv (A,,4;,... dn) als factor met den grootsten index. 
Voor n == 2 gaan (4%) en (4b) resp. over in: 
R db, 
v (d,, 4) Dn En DR der. (15), 
lade Rd 
D EE Hd. (Ib). 
(Aen a) Pp D (a a) d 1 (15) 

Bewijs van a). Laten e, >e, > ... 2 en de 
exponenten zijn, waarmede de ondeelbare factor p resp. 
voorkomt in a, 4, ... dr, dan wordt p in het K.G.V. 
v (dj, ds, « «. Un) met den grootsten der exponenten e, 
Bé aangetroffen, d.’1. met dem expônent e‚,‚ en in 
hot product P, van a, 4, « . . dn met de som dier expo- 
nenten, d. í. met den exponent s, = €, + €, + .… + en. 


Gaan we na, met welken exponent de factor p voorkomt 
in het product Pr van de G.G.D. der getallen a, as, ... an, 
k aan k genomen, waar k > 1 en << n moge wezen. 


Vormen we de combinatiën k aan k van de elementen 
U, Ao, « « « An Een rangschikken we in elke combinatie de 
d's van links naar rechts naar opklimmende indices, dan 
bevat de G.G.D. van de elementen van zulk een combinatie 
den factor p met den exponent, waarmede p voorkomt in 
het element met den grootsten index, dat dus in de com- 
binatie aan de rechterhand staat, omdat deze exponent de 
kleinste is onder de exponenten, waarmede p in de ele- 
menten van de combinatie gevonden wordt. 

Daar geen der combinatiën k aan Kk van a, 4, . .. On 
op een 4 kan eindigen met een index kleiner dan k, wordt 
de factor p in geen enkelen van de G.G.D. der getallen 


dj, 4, « « « An, k aan Kk genomen, met een der exponenten 
BREN... 4-1 aangetroffen. 

Zij nu l een der indices uit de rij k, k4-1,k +-2,...n 
dan zijn er zooveel combinatiën k aan Kk van a,, ds, ... Un, 
die op az eindigen, als er combinatiën k—l aan Kk—l met 
de {ll elementen a, a,, . . : a—1 mogelijk zijn, dus: 

an (L—1) (l—2) ... (l—-kI) 
ie beid ers (hel) 

De G.G.D. van ieder van deze Ct combinatiën & aan 
KE van a, d,, ... An, die op az Ben bevat den factor 


p met den exponent es, waarmede p in az voorkomt, zoo- 


in 
in 
in 
in 


in 


in 


P, 
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dat p in C‚—j van do G.G.D., waarvan Pz het product 


voorstelt, met den exponent e/ wordt aangetroffen. 

Neemt men na elkander l = Kk, k+-1, k+-2,...n, dan 
blijkt dus, dat de factor p in de G.G.D. van de getallen 
dj, Az, « « « On, k aan k genomen, voorkomt: 


C Ea - maal met den exponent er, 

CC, É, ‚ » maal met den exponent er+1, 

C HE - maal met den exponent er+2, 

C %] - maal met den exponent en, 
dus in het Bro: Ps dier G.G.D. met den exponent: 
s=CH ij er CHE) rp H CATE era H.H CAT en. 


In het quotiënt: 
Brna: Par 
BAB NP 1 
komt de factor p dus voor met den exponent: 


Sj — 83 F 83 —S, FS; — Sg Fr -… (—1)* Sn 


=e H(l CH) e, (Ll -C? H-C2) eg H(1—C3 HC3 — CE) e, Fr... 


Nu is: 


(atb == am HCM m1 DHC ambt am 8 DHC bm, 


Stelt men in deze formule na elkander k == 2, 3,...n, 
dan vindt men de exponenten, waarmede de factor p resp. 
in de producten P,, Ps, . . . Pe wordt aangetroffen. 
Zij zijn: 
B. = 6 test Egt Orthen nn oe: 
AS. NC e+0, esdC; est. HCT Om. « OL en, 
8 == C5 esd-Cs et. HCT oml. HCT Cn, 
al h En 05 Zan Bae etl Bei 
el 2 Sm de le cr zeer Fte 
. Sn == ren. 
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waaruit volgt, als men a = 1 en b = — 1 stelt: 
A—ljmd. i, O= 10 + Ch Ch HI Ch. 
|T | 
e, +(l—-C1) e, + (Ll —C2 HCP) Ee +. 
zijn de coëfficiënten van e,, e, ... en dus — O0, zoodat 
de waarde van dezen vorm == e,‚ blijkt te wezen: de fac- 
Bente komb dus in het quotiënt. Ps Ps Pes. /P,P, Pe... 
voor met den exponent e,, d.i. met denzelfden exponent 
als in het K.G.V. v (a, 49, ... dn). Enz. 
Bewijs van b). Laten e, < es ee de RDE 


exponenten zijn, waarmede de ondeelbare factor p resp. 
voorkomt in a, a,, . . . dn, enz. 


Det onderwijs in de eerste beginselen 
der algebra. 


DOOR 


Dr. A. van Thijn, (Assen). 


Voor eenige jaren kwamen in het Tijdschrift voor Onder- 
wijs en Opvoeding eenige zeer belangrijke artikelen voor, 
belangrijk vooral voor hen, die bij het onderwijs in de 
wiskunde betrokken zijn; ik bedoel de artikelen van de 
heeren Buys en Kleefstra in den derden jaargang. 

De heer Kleefstra onderwierp in een drietal opstellen 
onder den titel „Gewenschte Hervormingen” het onderwijs 
in de wiskunde en met name de leerboeken der vlakke 
meetkunde aan een scherpe kritiek. Hij steekt den draak 
met de gewoonte om „een wijsgeerige beschouwing als 
basis voor het onderwijs aan kinderen te nemen”, adres 
aan de gewone inleiding, die in alle meetkundige leerboeken 
dienst doet. Die leerboeken, alle naar een chablone ge- 
knipt — zoo ongeveer redeneert de heer K. — zijn mis- 
schien berekend voor „volwassen menschen, die door een 
langdurige vooroefening al letterwijs werden”, maar totaal 
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ongeschikt voor kinderen, die toch uit diezelfde boeken 
hun meetkundige kennis moeten opdiepen. „Vroeger toen 
de vormleer op de lagere school in trek was, kon men nog 
spreken van eenige voorbereiding; sedert een schrandere 
wetgever dit vak echter als overcompleet heeft geschrapt, 
krijgt een kind de noodige porties abstracte meetkunde 
zoo maar op zijn nuchtere maag.” 

Alzoo geen philosofie, geen diepzinnige redeneeringen 
over onzichtbare en ontastbare dingen, maar aanschouwe- 
lijk onderwijs, dat in de eerste plaats „kennis van het 
materieel, van de figuren” tracht aan te brengen. 

Na deze inleiding beveelt de heer K. in korte trekken 
een leergang aan, welke lijnrecht tegenover de gewone 
methode staat. Ik wil de vraag in het midden laten, of de 
leermethode van den heer Kleefstra in het kader past van 
ons wettelijk geregeld onderwijs en met name van ons 
gymnasiaal onderwijs, waar het wiskundig onderwijs niet 
zoozeer het aanbrengen van positieve kennis ten doel heeft, 
maar dienen moet tot wetenschappelijke vorming, tot 
voorbereiding voor universitair onderwijs. Zonder twijfel 
zou die leergang beter passen bij een onderwijsregeling, 
zooals Dr. D. Bos die in zijn werk „Ons Volksonderwijs” 
aanbeveelt. 

Dr. Bos wil allen, die aan het lager onderwijs niet 
genoeg hebben, dus hen, die tegenwoordig de H. B, S. en 
het Gymnasium bevolken aanvankelijk in één school samen: 
brengen. Deze school zou ongeveer overeenkomen met den 
tegenwoordigen H. B. 5. 8 j. ce. en daar zou, wat de wis- 
kunde betreft, de leergang van den heer Kleefstra, die aan 
den eenen kant rekening houdt met wat kinderen begrijpen 
kunnen en aan den anderen kant alleen dat geeft wat 
voor de praktijk noodig is (zie 3e jaargang blada. 355, 
stellingen 4a en 4b), het best op zijn plaats zijn. Hen, 
welke op die school voor een wetenschappelijke opleiding 
geschikt zouden blijken, wil Dr. Bos dan verder op een 
soort Gymnasium met 3-jarigen cursus brengen, waar dan 
een meer wijsgeerige, meer doctrinaire behandeling der 
planimetrie en stereometrie kunnen volgen. *) 

Ik wil ook in het midden laten de vraag, of het wel 
mogelijk zou zijn een systematisch, methodisch ineengezet 


*) Sinds ik bovenstaande schreef, hebben de vergaderingen van de Vereeniging 
van Leeraren M. O. bewezen, dat die denkbeelden ook daar ingang vonden, 
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leerboek der vlakke meetkunde, dat den heer K. dan wel 
zou bevredigen, samen te stellen, maar wacht met ver- 
langen, tot de heer K.…, die van een zoo kerngezonde 
opvatting van het wiskundig onderwijs blijk geeft, zijn 
methode uitvoeriger en meer in details zal uitgewerkt 
hebben. 

Niet minder raak zijn de opmerkingen van den heer 
Buys, die in een tweetal philippica’s het onderwijs in de 
stereometrie en beschrijvende meetkunde, in verband met 
de uitkomsten der eindexamens H. B. S. behandelt. Bestaat 
oogenschijnlijk in stof, samenstelling en doel veel onder- 
scheid tusschen de opstellen van de heeren B. en K., in 
den grond is er veel overeenkomst; wil deze de vormleer 
in eere herstellen, gene hecht veel gewicht aan het stere- 
ometrisch teekenen ; neemt laatstgenoemde „de kennis van 
‚ het materieel en constructie-leer van de figuren” het aller- 
eerst noodige, eerstgenoemde noemt de ontwikkeling van 
een goed ruimte-inzicht en voorstellingsvermogen hoofdzaak 
bij het meetkundig onderwijs! Ik wil echter niet langer 
uitweiden over de zeer lezenswaardige opstellen van de 
heeren Buys en Kleefstra; dat ik er nog eens de aandacht 
op vestig, geschiedt: 

1°, in de hoop, dat deze en gene hierin aanleiding vinden 
die opstellen te lezen of te herlezen, 

20, omdat ik daarin een geschikt aanknoopingspunt vind 
voor mijne beschouwingen over het onderwijs in de algebra. 
Sprekende over het eindexamen H. B. S. en over de op- 
gaven voor Stelkunde en Trigonometrie, geeft de heer Buys 
dien vakken het epitheton ornans: „de koffiemolen” der 
wiskunde en zegt, dat daarbij routine en ,„Geläufigkeit” 
de hoofdeischen van het examen genoemd moeten worden, 
„ook omdat uit een logisch en methodisch oogpunt de 
elementaire leerstof vaak niet anders dan met tastbare 
goochelarij en beetnemerij aan de leerlingen voorgelegd 
kan worden !” (Ille Jaargang 3e afl. blz. 187). 

Al laat ik nu de uitdrukkingen „goochelarij en beet- 
nemerij’” voor rekening van den heer B., toch valt het m. i. 
niet te ontkennen, dat de manier, waarop de elementen 
der algebra tegenwoordig in de meeste leerboeken uiteen- 
gezet worden, verbijstering en vrees in de jeugdige hersenen 
van onze hoogere burgerscholieren en gymnasiasten aan- 
kweekt voor „die ontzettende wiskunde”, zonder hun eenig 
inzicht te verschaffen in het doel, de strekking en de 
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grondslagen der stelkunde. Ieder, die onderwijs geeft in 
de algebra, daarbij een open oog heeft voor hetgeen zijn 
leerlingen kennen en begrijpen en zich niet tevreden stelt 
met van buitengeleerde lesjes of machinaal gepeuter met 
formules, zal tot dezelfde conclusie komen als de heer 
Buys. Trouwens, zonder onderwijs in de algebra te geven, 
als men zich slechts de moeite getroost om bij zijn col- 
lega’s, niet-wiskundigen, te informeeren, wat zij van de 
grondslagen der algebra begrepen hebben, zal men zieh 
hoe treurig het daarmee gesteld is. 

„Van het avioma — X — == + heb ik nooit iets be- 
grepen”, antwoordde mij iemand, die zooals mij later bleek, 
een goeden aanleg voor wiskunde had, evenmin van wor- 
tels, die niet getrokken kunnen worden en die men toch 
trekken moet of van het geleuter over (/—l/, om niet eens 
te spreken van (/—o en dergelijke onzin meer”. „Och ja, 
zei een ander, die bij ons gesprek tegenwoordig was, die 
theorie der algebra is zoo philosofisch diepzinnig, haast 
niemand begrijpt iets daarvan. Het komt er maar op aan, 
of je goed met algebraïsche vormen kunt manoeuvreeren 
en dan zie je ten laatste, dat die boel goed in mekaar zit 
en dat je er heel veel mee kunt doen”. | 

Die laatste getuigenis, is nog de beste, welke ik bij mijn 
onderzoek verkreeg. Bij de meesten nam ik een min of 
meer verholen ergernis waar over die „eeuwige wiskunde” 
en in het bizonder over die vervelende algebra. Men was 
blijkbaar blij, dat men er niets meer mee te doen had; 
zoo ongeveer in den trant van de Genestet, die na zijn 
Groot-mathesis-examen aldus juichte: 


Ja, ik zweer U bij den duursten eed 
(Een eed in de 11e macht!) 

Dat ik mijn algebra vergeet 
Mathesis diep veracht ! 


Zoo uit zich de G. over een vak, dat om zijn sereinen 
eenvoud, zijn uiterste consequentie, zijn wetenschappelijke 
superioriteit door ieder onzer wordt bewonderd. En nu 
weet ik wel, dat een dichter als de G. niet de man is om 
exacte wetenschappen juist te waardeeren; ook zal het 
onderwijs in de wiskunde sedert de jeugd van de G. wel 
aanmerkelijk verbeterd zijn. Doch zooals hij over de algebra 
spreekt, zoo spreken er meer, zoo spreekt de meerderheid, 

Werd er niet verscheidene jaren door de examencom. 
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missies voor de acte wiskunde L. O. geklaagd, dat de 
meerderheid der candidaten de theorie der algebra niet 
kende, ofschoon ze meestal wel de noodige bedrevenheid 
in het algebraïsch rekenen hadden? Dat nu moest niet 
kunnen voorkomen en de leerboeken moesten zoo ingericht 
zijn, dat bekendheid met de theorie praktische bedreven- 
heid in de hand werkt en waar de theorie zich zoo weinig 
bij de praktijk aansluit is de eerste te veroordeelen. 

Ook bij examens in meetkunde wordt natuurlijk wel 
eens geklaagd, maar daar treedt meestal een geheel ander 
verschijnsel op. De meeste candidaten weten geen raad 
met gecompliceerde vraagstukken, maar blijken de grond- 
slagen, de theorie wèl te kennen en te begrijpen en dit 
is m. i. een veel gezonder toestand; hièr zijn het- de be- 
perkte vermogens van den leerling, die tekort schieten, 
dààr het onderwijs. 

Dat de theorie der algebra een geheel afzonderlijke studie 
vereischt, die maar zeer losjes met de praktische beoefening 
van dat vak samenhangt, blijkt trouwens ook wel hieruit, 
dat veel leeraren in de wiskunde — en volstrekt niet de 
minsten onder de broederen — hun leerlingen alleen een 
vraagstukkenboekje in handen geven en daarbij nagenoeg 
de geheele theorie, — zij geven daaromtrent dan enkele 
mondelinge verklaringen — ter zijde schuiven. Ik wil die 
handelwijze volstrekt niet verdedigen en betwijfel sterk of 
de leerlingen op die wijze een grondig begrip zullen krijgen 
van de beteekenis der bewerkingen, die zij uitvoeren, 
maar constateer alleen het feit, dat ik toeschrijf aan de 
groote ondoelmatigheid van het theoretische deel der 
algebra, zooals het in de meeste leerboeken geboden wordt. 

Of die theorie dan werkelijk zoo moeielijk, zoo onverstaan- 
baar is voor onze 12 à 14-jarige leerlingen ? Het komt mij 
voor, dat wij wiskundigen, die door langjarige oefening ons 
vermogen om te abstraheeren tot zoo groote volmaaktheid 
hebben gebracht, hieromtrent allerminst kunnen beslissen. . 
Ik twijfel echter niet of diegenen, welke zich met ernst 
en toewijding aan het wiskundig onderwijs hebben gegeven, 
zullen die vraag met groote beslistheid bevestigend beant- 
woorden. 

Om mijn grieven nader te preciseeren verzoek ik den 
lezer een willekeurig leerboek der stelkunde open te slaan. 
Op de eerste bladzijden komt dan al dadelijk de leer der 
positieve en negatieve getallen — voorloopig wil ik de vraag 
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in het midden laten, of het wel doelmatig is dat hoofstuk 
op den voorgrond te plaatsen, of het wel goed is de algebra 
als een afzonderlijk vak, geheel gescheiden van de reken- 
kunde te behandelen ; gewoonlijk krijgen de leerlingen daar- 
door den indruk, alsof zij behalve de reken- of cijferkunde, 
wier practisch nut zij zeer goed vatten, bovendien nog 
geplaagd worden met een wijsgeerig spel van + of —, een 
opvatting, die men eerst in de volgende leerjaren prijsgeeft. — 

De positieve en negatieve toestand wordt dan nader 
toegelicht : bezit en schuld, winst en verlies, voor- en ach- 
teruitgang, alles heel duidelijk. Nu komt de optelling, 
waarvan de volgende definitie: Door de optelling van 
eenige algebraïsche getallen, verstaat men het vereenigen 
van al die getallen tot een enkel getal, dat men hun som 
noemt. Vrage: is wel ooit iemand, die de algebraïsche op- 
telling niet kende, door deze definitie op het spoor gebracht ? 
Ter verklaring van het woord „optellen” komt „vereenigen 
tot één getal”, maar worden niet ook bij de vermenigvul- 
diging twee getallen tot één getal vereenigd ? Meer licht 
geven de daaropvolgende voorbeelden: 3 gld. bezitting en 
„5 gld. schuld enz. Maar de goede, de begaafde leerling trekt 
hieruit de conclusies: le, dat men het met de defenties in 
de algebra niet zoo nauw moet nemen en 2e. dat men zich 
de algebraïsche getallen steeds als benoemde getallen 
moet voorstellen. 

De laatste gedachte zal hij trouwens bij de vermenig- 
vuldiging alweer moeten loslaten : wordt er gesproken van 
— 3 X + 5, dan kan hij niet denken aan 8 gulden schuld 
Xx 5 gulden bezitting ; hem wordt dan geleerd : Vermenig- 
vuldigen met een pos. getal beteekent vermenigvuldigen 
met de absolute waarde van het pos. getal ; vermenigvul- 
digvuldigen met een neg. getal beteekent : vermenigvuldigen 
met de absolute waarde van het neg. getal en de uitkomst 
in tegengestelden toestand nemen. Ook dit kan zelfs de 
meest middelmatige leerling wel begrijpen en toepassen ; 
maar wel zal tevens bij iederen leerling, die de zaken 
maar eenigszins ernstig opneemt, de vraag rijzen: Als — 8 
X + 5 niets anders te beteekenen heeft als — (3 X + 5), 
waarom dan toch gebruikt men den eersten vorm, terwijl 
men het laatste bedoelt? En dit lijkt mij wel het hoofd- 
bezwaar tegen de gewone onderwijs-methode: het doel en 
de strekking van de algebraïsche bewerkingen wordt syste- 
matisch voor den leerling verborgen gehouden; steeds zal 
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hij zich afvragen: Wat heb ik er aan? Wat moet ik er 
mee doen ? Dat de algebra niet veel meer is dan een alge- 
meene rekenkunde, daarvan krijgt hij geen flauw vermoeden 
en als men dan ook tot de merkwaardige produkten gena- 
derd is en de vraag stelt om met de formule (a + b) 
(a — b) = a° — b°* het produkt van 21 en 19 te berekenen, 
kijkt de groote meerderheid der leerlingen vol verbazing, 
en de stoutmoedigste stelt misschien de vraag: maar wij 
hebben hier toch te doen met algebraïsche getallen en 
algebraïsche formules en die hebben toch immers niets te 
maken met de gewone (rekenkundige) getallen ! 


Wie met vrucht algebra onderwijzen wil, moet zich — 
evenals bij ieder ander vak — in de eerste plaats nauw- 
keurig rekenschap geven van het doel, dat hij bereiken wil. 
Nu kan men zich op tweeërlei standpunt p'aatsen : óf men 
kan de algebra als op zich zelf staande wetenschap doceeren, 
òf als hulpwetenschap. 

Wie het eerste doet en van zijn jeugdige leerlingen ver- 
langt, dat zij de leer der positieve en negatieve getallen, 
die der complexe en der onmeetbare getallen met alle 
aankleve daarvan, in al haar philosofische diepte zullen 
doorgronden, moet m. i. bij de overgroote meerderheid een 
onvermijdelijk échee lijden. Wel kan echter de gemiddeld 
begaafde leerling zoover gebracht worden, dat hij de alge- 
braische taal voldoende machtig is, om gecompliceerde 
rekenkundige vraagstukken, zooals die ook in de meet-, 
natuur- en werktuigkunde voorkomen op te lossen. Leest 
men dan ook b.v. de schriftelijke opgaven voor de Eind- 
examens H. B. S.…, dan blijkt, dat men in het algemeen 
geen hoogere eischen stelt. Doch het is niet genoeg, dat 
de leeraar, de gids weet, waarheen hij wil, ook de leerling 
moet althans eeniger mate op de hoogte van het reisplan 
zijn. Dat de noodzakelijkheid hiervan vrij algemeen ingezien 
en dat hiermee althans bij de behandeling van détails wel re- 
kening gehouden wordt, blijkt wel daaruit, dat in de elemen- 
taire leerboeken nooit lange redeneeringen gevonden worden, 
die tot bepaalde conclusies leiden, maar dat men de con- 
clusies als stellingen vooraf laat gaan om daarna de rede- 
neering als bewijs te laten volgen. 

Nu geef ik gaarne toe, dat het niet gemakkelijk is, 
den leerling steeds de strekking der verschillende 
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algebraische manoeuvres duidelijk te maken, maar, wie voor 
die moeite terugdeinst, zie eens, welke veel grootere be- 
zwaren de mannen van het lager onderwijs overwonnen 
hebben ; ik bedoel hier hoofdzakelijk de hervorming in het 
lees-onderwijs op de lagere school. Vroeger leerde men den 
kinderen allereerst de letters en de letterteekens, een werk, 
dat voor den leerling al even taai en vervelend was als 
voor den onderwijzer, maar tamelijk spoedig volbracht werd. 
Dan leerden de kinderen de letters tot lettergrepen en 
woorden vereenigen, wat vrij wat moeilijker ging en ten 
slotte kwam het van woorden tot zinnen. Doch al waren 
de leerlingen zoover, dat zij tamelijk vlug lezen (of liever 
spellen) konden, dan nog merkten zij geen overeenkomst 
tusschen het gelezen woord (dat uit zoo vele kleine deelen 
bestond) en het gesproken woord; zij maakten zich van 
het gelezen woord geen zakelijke voorstelling. Het kostte 
dan nog heel wat moeite eer de kinderen het gelezene, 
hoe eenvoudig ook, leerden verstaan, ja sommigen leerden 
dit laatste nooit; men had dus bij het lees-onderwijs deze 
opeenvolging : letter, lettergreep, woord, zaak. 
Tegenwoordig neemt men juist de omgekeerde volgorde 

in acht: men begint den kinderen een verhaal op te dis- 
schen, waarin verschillende personen, dieren en zaken voor- 
komen. Van deze personen, dieren en zaken toont men den 
kinderen prentjes, onder ieder prentje staat de naam van 
de persoon of de zaak, die het voorstelt; men begint dus 
met de associatie 
je zaak — woord. 

Nu hooren wij geletterden, alphabeten, in ieder woord 
verschillende letters of eigenlijk letterklanken; met de 
analphabeten is dit niet het geval. De kinderen moeten 
dus er toe gebracht worden het gesproken woord in zijn 
kleinste deelen, letterklanken te ontleden. Eerst daarna 
komen de letterteekens en nu wordt de weg terug afgelegd : 
de letters worden tot woorden, de woorden tot zinnen 
vereenigd. 

Het is hier de plaats niet om de verschillende lees- 
methoden in details te behandelen, alleen zij op de hoofd- 
zaak gewezen: terwijl men vroeger den kinderen dadelijk 
de letters voorlegde, zonder dat zij er eenig vermoeden van 
hadden, dat die vreemde schoolsche klanken en teekens 
iets te maken hadden met de woorden, die zij buiten de 
school hoorden, laat men hen tegenwoordig eerst het ge- 
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sproken woord zelf ontleden. Wel eischen de nieuwere 
methoden veel meer tijd en hoofdbreken van den onder- 
wijzer, wel duurt het veel langer eer de kinderen de letters 
kennen, maar zijn zij eenmaal zoover, dan is het pleit 
gewonnen, terwijl vroeger eerst dan de moeilijkheden aan- 
vingen. 

Nu kleven m. i. aan de tegenwoordige methode van onder- 
wijs in de allereerste beginselen der algebra fouten, die 
veel overeenkomst vertoonen met die van het oude lees- 
onderwijs en ik stel mij voor in de volgende regelen een 
leergang aan te geven, die tot de bestaande methode onge- 
veer in dezelfde verhouding staat als de nieuwe methoden 
van leesonderwijs tot de oudere. 


In de eerste plaats is het noodig, dat de leerlingen niet 
alleen vertrouwd worden met het gebruik van letters, die 
getallen voorstellen, maar ook overtuigd worden van het 
voordeel daarvan en daartoe kunnen het beste dienen, 
opgaven, die de leerlingen vroeger op de lagere school door 
een min of meer gewrongen redeneering hebben opgelost 
en die met behulp van sen enkele onbekende x zeer gemak- 
kelijk beantwoord kunnen worden. Ieder leeraar kan in een 
willekeurig vraagstukkenboekje voor het praktisch rekenen 
tal van geschikte vraagstukjes vinden. Als de leerlingen 
eerst dergelijke vraagstukken zelf hebben opgelost zullen 
zij het nut van die letters zeer goed inzien en met belang- 
stelling luisteren naar hetgeen de leeraar verder over het 
gebruik dier letters te vertellen heeft. (Zie b.v. de Inleiding 
van Briot's Eléments d'Algèbre; ook in het leerboek van 
Versluys vind ik een dergelijke inleiding, al is die veel te 
kort ; het is m. i. niet goed gezien, dat in nieuwere leer- 
_ boeken een dergelijke inleiding geheel ontbreekt). Natuur- 
lijk zullen de leerlingen, die nog niets geleerd hebben van 
de stelkundige bewerkingen bij de oplossingen allerlei fouten 
maken ; maar als de vraagstukken niet te gecompliceerd 
zijn, zal men hen gemakkelijk van hun ongelijk overtuigen 
en dergelijke fouten kunnen hun meer leeren dan uniforme, 
leerstellige juistheid, volgens geleerde regels, waarvan niets 
begrepen is. 

Terwijl dergelijke oefeningen op de algebra-les plaats 
hebben, kunnen op de rekenkunde-les de optelling en de 
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aftrekking behandeld worden. Nadat daar in den breede 
is uitgeweid over eigenschappen als: „een verschil wordt 
met een getal verminderd, door het op te tellen bij den 
aftrekker of af te trekken van het aftrektal”, enz. — niet 
alleen op wetenschappelijke manier bewijzen, maar ook 


meer aanschouwelijk toelichten — worden deze regels op 
de algebra-les in formule gebracht en toegepast op stel- 
kundige vormen als a — 5b — 2b; 7x — y — 5x enz. 


Ik kan mij op dit punt zeer goed vereenigen met een wijze 
van behandeling, zooals ik die vind in het leerboek der algebra 
van P. J. Bos. (Zie dl. 1 $ 6 en de daarop volgende vraag- 
stukken). Daarnevens echter is het zeer doelmatig den 
leerlingen vormen op te geven als: 
vaa ls Ss 

vormen, die hun voorgesteld worden, als veeltermen, waar- 
van een deel verzwegen is, dus als onvolledige veeltermen ; 
de jongens hebben dan geen bezwaar om het niet verzwe- 
gen deel van den veelterm te herleiden. 

Uit de evengenoemde eigenschappen wordt dan verder 
afgeleid, hoe een getal met een som of verschil vermeer- 
derd of verminderd moet worden en dus hoe uit vormen 
als a + (b + c) de haakjes verdreven worden. 

Ook hier wordt de letter a achterwege gelaten en de 
leerlingen verdrijven zonder eenige moeite de haakjes uit : 


SADE — (b +0), 
kels .— (hb — c) enz. 

Nadat dan ook meer samengestelde vormen (met haak- 
jes en accoladen) op die wijze ontwikkeld zijn, naderen 
wij zoo langzamerhand tot de eigenschap: Als een getal 
achtereenvolgens met eenige andere moet vermeerderd of ver- 
minderd worden, brengt een verandering in de volgorde dier 
bewerkingen geen verandering in de eind-uitkomst teweeg. 

Dan is de weg gebaand, welke leidt tot de leer der 
positieve en negatieve getallen, 

De leerlingen merken namelijk gemakkelijk op, dat in 
den vorm: 

db te—d—e 
de getallen b, c, d en e onderling van plaats mogen ver: 
wisselen, mits ieder getal het teeken, dat er aan vooraf: 
ging, behoudt. Zij zeggen dus: b mag verhuizen als het 
minusteeken slechts mee verhuist. Het is dus van belang 
om een vorm — b als een onafscheidelijk geheel te be- 
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schouwen en men vindt het ook niet vreemd, dat aan zoo’n 
vorm een naam wordt gegeven. Dan kom ik met definities: 
een vorm, bestaande uit een getal met een voorafgaand 
+J- of — teeken noemt men een algebraïsch getal en wel 
in het eerste geval (+) een positief, in het tweede geval 
(—) een negatief getal: het getal b, dat voorkomt in den 
vorm .— b, noemt men de volstrekte waarde van het 
algebraische getal — b, enz. 

De jongens leeren dus de algebraische getallen kennen 
als vormen, die op zich zelf geen beteekenis hebben, maar 
opgevat moeten worden als deelen van een grooter geheel 
en zij erkennen de beteekenis van de studie dier vormen, 
zooals zij ook erkennen het goede recht van de studie der 
lettergrepen, de afzonderlijke deelen van een woord. 

Nu kom ik ook heel geleidelijk tot de optelling van 
algebraïsche vormen: men heeft gezien, dat a — 4 + 7 
gelijk is aan ad +- 3; de vormen — 4 en + 7 mogen dus 
vervangen worden door den vorm + 3 en nu komt deze 
definitie: Een algebraïsch getal, dat eenige opeenvolgende 
termen van een veelterm vervangen kan, noemt men de 
som dier termen. De leerlingen kunnen nu zelve uit de 
vroegere eigenschappen van optelling en aftrekking regels 
afleiden voor de optelling van algebraïsche getallen. 

Algebraïsche veeltermen als — 4 + 7 — 5, die aan- 
duiden, dat eenige algebraïsche getallen samengesteld moe- 
ten worden, dienen (in verband met het voorgaande) 
als onvolledige veeltermen, als deelen van reken- 
kundige of volledige veeltermen beschouwd te wor- 
den, waarvan de eerste term of termen verzwegen zijn. 
Een negatief getal blijft dus in dezen samenhang het ka- 
rakter van aftrekker behouden, zoodat men niets te doen 
heeft met de tegenstrijdigheid, dat het — teeken in de 
algebra een andere beteekenis heeft dan in de rekenkunde, 
wat de leerlingen bovendien nog te meer in verwarring 
brengt, als zij merken, dat later de wetten der algebraiï- 
sche vormen op rekenkundige vormen worden toegepast. 
Dit neemt niet weg, dat men ook hier toepassingen kan 
ontleenen aan de praktijk van het dagélijksche leven; 
men -kan wijzen op werkingen, invloeden en bewegingen, 
die, evenals een positieve en een negatieve term van een 
veelterm, elkaar geheel of ten deele vernietigen. Men kan 
b.v. zeggen, dat f4 uitgaaf, f7 ontvangst en f5 uitgaaf 
genoteerd wordt als: —_ 475 
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waar — 4 de vermindering aanwijst, welk het verzwegen 
bezit ondergaat. Wat de verdere stellingen omtrent de 
optelling en aftrekking aangaat, die kunnen onveranderd 
in dit verband overgenomen worden ; zoo b.v. de stelling 
omtrent het tegengestelde van een veelterm; alleen is het 
m.i. zeer gewenscht om ook hierbij het oog te houden 
op haar beteekenis voor zuiver rekenkundige vormen. Z00 
zou ik er op wijzen, dat de stelling: „een verschil wordt 
met een getal vermeerderd, als men den aftrekker er mee 
vermindert” dus de formule 
d— bb He =d —(b — 0) 

in de rekenkunde alleen toegepast mag worden, als b groo- 
ter dan c is, maar in de algebra algemeen doorgaat, als 
men slechts onder — (b — c) het tegengestelde van + b — 
verstaat ; daardoor komt de regel omtrent het tegenge- 
gestelde van een veelterm als iets noodwendigs te voor- 
schijn, en blijkt de algebra geen onnoodige wetenschappe- 
lijke „Spielerei”’ te zijn, maar krijgt meer het karakter 
van algemeene rekenkunde. 

Voor den deskundigen lezer kan ik nu over de verme- 
nigvuldiging kort zijn: Allereerst weer een grondige be- 
handeling van de eigenschappen der produkten en der ge- 
durige produkten in de rekenkunde, gevolgd door toepas- 
singen, waarbij rekenkundige getallen door letters voor- 
gesteld worden ; hierbij moet vooral ook zeer gelet worden 
op die herleidingen, waarbij zoowel eig. der aftrekking als 
die der vermenigvuldiging betrokken zijn; ik bedoel her- 
leiding van vormen als ij 


a — b(e + d) 
e.a. ; daarna komen weer onvolledige vormen als 
DE — 8 (2 +- y). 


Zijn dergelijke vormen eenmaal nauwkeurig behandeld, 
dan kunnen de leerlingen zelve het produkt van twee 
rekenkundige (volledige) veeltermen ontwikkelen. Zonder 
eenige algebraïsche definitie, alleenlijk door toepassing van 
de eigenschappen der rekenkunde met betrekking tot ver- 
menigvuldiging en aftrekking kom ik dus tot de eigenschap : 

Het produkt van twee volledige veeltermen A en B is 
gelijk aan een volledige veelterm C. De volstrekte waar- 
den van de verschillende termen van C worden verkregen 
door de volstrekte waarde van elken term van A te ver- 
menigvuldigen met de volstrekte waarde van iederen term 
van B. Een term van C is positief, als hij afkomstig is 
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van twee termen met gelijk teeken en negatief, als hij 
afkomstig is van twee termen met verschillend teeken. 
(Vgl. Briot, Lecons d’Algèbre, SS 47 en 48). Nadat deze 
ontwikkeling begrepen en door tal van vraagstukken in 
toepassing gebracht is, vinden de leerlingen het zeer be- 
grijpelijk, als men komt met de definitie: 

Onder het produkt van twee algebraïsche getallen ver- 
staat men een algebraïsch getal, wiens volstrekte waarde 
gelijk is aan het produkt van de volstrekte waarden dier 
getallen en dat positief of negatief is naar gelang die ge- 
tallen hetzelfde of verschillend teeken hebben. 

Dus ook hier weer dezelfde volgorde 1°, het produkt van 
twee volledige (rekenkundige) veeltermen ontwikkelen tot 
een derden veelterm. 2°. dien derden veelterm ontleden 
om te komen tot het produkt van twee algebraïsche ge- 
tallen en 38°, hieruit weer opbouwen het produkt van twee 
onvolledige (algebraïsche) veeltermen. 

Omtrent de deeling heb ik niet zulke ingrijpende her- 
vormingen voor te stellen: als eenmaal de vermenigvul- 
diging goed begrepen is, kan men uit de bepaling : Deel- 
tal == quotient X deeler, het quotient gemakkelijk afleiden ; 
alleen zou ik ook hier de leerlingen meer willen occupee- 
ren met quotienten van twee rekenkundige veeltermen. 

Hiermee heb ik in hoofdtrekken besproken de verande- 
ringen, die ik wilde aanbrengen bij het onderwijs in de 
eerste beginselen, de hoofdbewerkingen der algebra. Ik wil 
niet ontveinzen, dat de leergang, dien ik voorsta, veel meer 
tijd en moeite kost, veel meer toewijding van den leeraar 
vordert ; maar dit tijdverlies wordt gecompenseerd en die 
moeite wordt ruimschoots beloond door de grootere snel- 
heid en gemakkelijkheid, waarmee de overige deelen der 
algebra worden doorloopen. 

Bij de tegenwoordig meestal gevolgde methode wordt 
slechts technische bedrevenheid verkregen en dat die be- 
drevenheid toch niet alles is, wordt slag op slag gevoeld 
bij de verdere ontwikkelingen. 

Neem b.v. het hoofdstuk over de ontbinding in factoren ; 
de jongelui hebben geleerd: 

omeenDie (Cot ddr adderen z. 
en door het maken van overmatig veel opgaven op dit 
stuk een zekere bedrevenheid in die ontwikkeling verkre- 
gen. Dat echter (a + b) (c + d) zelf ook eenige beteekenis 
heeft, hebben zij, zoo ze het ooit wisten, door al die vin- 
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ger- of schrijfoefeningen vergeten. Wordt hun dan ook 
later gezegd, dat men ac + ad + be + bd herleiden kan 
tot (a + b) (c + d), dan vinden zij dat een achteruitgang, 
een dwaasheid. Om nog duidelijker te zijn : geef uw tech- 
nisch-vaardigen jongens, nadat zij de hoofdbewerlingen 
hebben geleerd den vorm 
nú (Alet De MO) KO RETO) 

op om te vereenvoudigen en allen zullen beide produkten 
ontwikkelen ; niet één zal zeggen: (n — 1) keer (a + b) 
is één keer a + b minder dan het aftrektal, » (a + b) 
en dus is het verschil (a + 5). Dit échec is zeker te ver- 
mijden, als men tegelijk met de vermenigvuldiging ook 
eenvoudige ontbindingen laat uitvoeren, en als men in plaats 
van een eindelooze oefening in de hoofdbewerkingen veel 
meer aandacht aan de beteekenis dier bewerkingen schenkt. 

Ook bij de behandeling van gebroken en irrationeele 
vormen zou ik aan algebraïsche getallen een meer be- 
scheiden plaats willen toewijzen; verder verdient het mi. 
aanbeveling om zoo spoedig mogelijk na de hoofdbewer- 
kingen tot de oplossing van eenvoudige vergelijkingen 
over te gaan ; ook hierbij is het zeer gewenscht den leer- 
lingen meer vrijheid te geven en te zien hoever zij door 
eigen nadenken kunnen komen. Ik acht het niet goed ge- 
zien, om, zooals in verscheidene nieuwere leerboeken ge- 
schiedt, dadelijk over te gaan tot uitvoerige algemeene 
beschouwingen over de wortels der vergelijkingen; die 
beschouwingen kunnen gevoegelijk tot het tweede leerjaar 
bewaard blijven. 

Maar ik wil hierover niet uitweiden om de aandacht 
‘niet af te leiden van de hoofdzaak: de hervorming van 
het onderwijs in de eerste beginselen. De hier voorgestane 
hervormingen liggen zeer zeker in de lijn van hetgeen in 
de laatste jaren door landgenooten op dit gebied is ge- 
schreven : ik ben tot deze ideeën gekomen ten deele door 
eigen ervaring, ten deele door een nauwgezette studie van 
de werkjes van P. J. Bos, Zernicke e.a, maar ook van 
oudere buitenlandsche boeken als die van Briot, Catalan 
Bardey e.a, een studie, die ik in de aandacht van oudere 
en jongere ambt- en vakgenooten kan aanbevelen. 
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Behandeling: van vragen over samengestelde 
interestrekening zonder meetkundige reeksen 


DOOR 


Dr. N. Quint (den Haag.) 


In onze leerboeken worden moeilijkere vraagstukken 
over samengestelde interestrekening bijna uitsluitend be- 
handeld met behulp van meetkundige reeksen. Een andere 
behandelingswijze, even eenvoudig als leerzaam en die slechts 
de kennis onderstelt van de grondformule, wordt gevor- 
derd *) op de examens van het Institute of Actuaries en 
is meegedeeld in Theory of Finance door George King; ze 
vond reeds in Engeland haar weg naar verschillende wer- 
ken over lagere algebra. Ook J. Versluys gaf reeds iets 
dergelijks in zijn Rekenboek ter behandeling van samen- 
gestelde interestrekening (1877) en in Rekenkunde III, 
S 363 

De methode komt in het kort hierop neer, dat nagegaan 
wordt met welk kapitaal op een bepaalden dag aan alle 
verplichtingen voldaan kan worden. We willen haar toe- 
passen op eenige voorbeelden waarbij gemakshalve de 
rentevoet steeds op 4°/, wordt gesteld. 


1. Wat is de tegenwoordige waarde eener jaarrente 
van f400, die A. 15 jaar postnumerando ontvangen kan? 


Oplossing. Om f 400 jaarlijks te ontvangen is een kapi- 
taal noodig van f 10000, men zou dus deze som aan A 
voor 15 jaar in vruchtgebruik kunnen geven met de be- 
paling, dat na dien tijd het kapitaal terugbetaald moest 
worden. Toch in plaats van over 15 jaar zou A heden 
zijn schuld kunnen afdoen met f 10000 : 1,04'5, waaruit volgt, 
dat de geheele zaak heden geregeld zou kunnen worden 
door A uit te keeren f 10000—?!0000/, 1, 

2. Wat zou de tegenwoordige waarde zijn als de eerste 
betaling over 7 jaar plaats had? 


*) Verg. Bryan, Annuieties treated without progressions. Math. Gazette. 1 p. 8. 
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Oplossing. Over 6 jaar zou men met de in 1 gevonden 
som de jaarrente kunnen afkoopen. Nu is dus daarvoor 
noodig 

10000 10000 
1;040 TOOL 


3. A wil gedurende 10 jaar praenumerando een som van 
fx storten om één jaar na de laatste storting f 10000 te 
ontvangen. Hoe groot is de jaarlijksche premie ? | 

Oplossing. De te ontvangen som had een jaar geleden 
een waarde van f10000:1,04!, Op dat oogenblik had A 
echter ook een som van f25.x beschikbaar kunnen stellen 
om met de rente van dit kapitaal de betalingen te doen. 
Deze f25.x moeten teruggegeven worden na de laatste be- 
taling der jaarpremie, waarvoor A dus op het oogenblik, 
dat hij het genoemde kapitaal stortte, had kunnen terug- 
ontvangen 25 x : 1,04!0, 

Men heeft dus de betrekking: 


10000 MEDE 
OE 1,047 


4, A bezit f 50000. Zoo hij jaarlijks postnumerando 
f 3000 uitgeeft, hoeveel heeft hij dan na 10 jaar? 
Oplossing. Voor de jaarlijksche uitgaven zou een kapi- 
taal van f 75000 noodig zijn. Stel dat A f 25000 leent, dan 
zal na 10 jaar zijn schuld aangegroeid zijn tot 25000 X 1,040 
en zal dus zijn bezit wezen 
f 15000 — 25000 : 1,041, 


Op deze wijze kunnen allerlei vraagstukken worden op- 
gelost, ook vraagstukken, die aanleiding geven tot een re- 
kenkundige-meetkundige reeks, zooals het volgende voor- 
beeld laat zien. 


5. Hoe groot is op 1 Januari 1901 de waarde eener 
jaarrente, die gedurende 20 jaar praenumerando vervalt 
en volgens de reeks f 100, f200, f 300 enz. stijgt. De eer- 
ste betaling heeft plaats op 1 Januari 1901. 

Oplossing. Om deze betalingen te kunnen doen zou men 
bij een bank moeten deponeeren opl Januari 1900 f 2500, 
op 1 Januari 1901 weder f 2500 enz.; de laatste maal op 
1 Januari 1919. De bank zou dan de rente kunnen gebrui- 
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ken om de jaarrente te voldoen en op ll Januari 1920 
20 X f2500 terug kunnen betalen, of wat hetzelfde is op 
1 Januari 1901 f50000/1,04, 

Maar de jaarlijksche stortingen bij de bank hadden ook 
op andere wijze afgedaan kunnen worden. Men zou, stellen 
wij gemakshalve bij een tweede bank, een som (van 
‚ f 62500) kunnen storten welker rente deze bank in staat 
stelde de jaarlijksche betalingen aan de eerste bank te 
doen. Het kapitaal van f62500 moest dus bij de tweede 
bank gebracht worden op 1 Januari 1899 en kon van daar 
teruggehaald op 1 Januari 1919. Men zou dus kunnen vol- 
staan met op 1 Januari 1901 bij de tweede bank te brengen 


f 62500 X 1,04° — SL zoodat alles op 1 Januari 1901 
ì 


verrekend had kunnen worden door de betaling eener som 


62500 « 50000 
me ETRA ee 
groot f62500 X 1,04 Tort Tor 


Elementair bewijg voor de voorwaarden van 
onbestaanbaarheid van de wortels der 
vergelijkino: ze +pa aq =0 


DOOR 


Dr. N. Quint, (den Haag.) 


Zij een bestaanbare wortel dezer vergelijking == a, dan 
kunnen de beide andere wortels voorgesteld worden door 
— tadbien —ta—bi Dan moet 

pz=—tad? + b,gq= a (ta? + 6°%) 
2 
dus wordt + q? + + p° = 733 a? H- 4 b°)?, 

Is dus 4 q? + + p* positief, dan is ook b? positief en 
heeft de vergelijking twee onbestaanbare wortels. 

Is 4 q? + + p° negatief, dan is b? negatief en heeft 
de vergelijking bestaanbare wortels. 

Is 3 q° + + p° =0Odanisof b? =0Oof dar +4b? —=0, 
wat in beide gevallen leidt tot drie bestaanbare wortels, 
waarvan er twee aan elkander gelijk zijn, 
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Over het middelpunt van krachten, 
gelegen in één plat vlak 


DOOR 


C. Krediet, (Rotterdam). 


Het is een algemeen bekende eigenschap der evenwij- 
dige krachten, dat de resultante gaat door een vast punt, 
middelpunt dier evenwijdige krachten genoemd, als men 
alle krachten om hunne aangrijpingspunten eenzelfde rich- 
tingsverandering doet ondergaan. Liggen alle krachten in 
één plat vlak, zoo zijn de coördinaten van bedoeld mid- 
delpunt aangegeven door de formules 

EEEN NE 
ASR A 

Men beschouwt dan dit punt als het aangrijpingspunt 
der resultante. i 

Zijn de krachten niet onderling evenwijdig, zoo bestaat 
evengoed een dergelijk punt. Wij willen de plaats van dit 
punt bepalen en enkele eigenschappen er van opsporen. 
Wij zullen dit punt het middelpunt der krachten noemen. 


Als gewoonlijk stellen wij de krachten door P, hunne - 
aangrijpingspunten door (a, b), hunne richtingen door « 
voor. De bekende samenstelling levert dan 


ARR ECO RN 
Nr ANSI Ze 
terwijl de lijn, volgens welke R werkt tot vergelijking heeft 
Ky — Yer Pb cosá Pa sins en 
Wij stellen nu: 

EER XPa cosa _ 2Pb cosa 
1 T EPeosa' *t T EPeose' 

ee xPa sina _ 2Pb sina 
1 T EPsine : T EPsinx 


Hierdoor wordt (3) 
A (GEN) NAHL EEEN (4). 
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Draaien wij nu alle krachten in denzelfden zin een hoek 
B, zoo wordt: | 
X' — EP cos (é +) == X eos — YY sin £ 
XY’ = XP sin(a +6) == Y cos £ + X sin 2 
Hieruit volgt: 
1 ROn VR 
de X’ = Reos(e 42), Y'=Rsin (pe +2) 
zoodat de resultante dezelfde waarde heeft behouden, terwijl 
zij een richtingsverandering B heeft ondergaan. 
Wij vinden verder: | 


_ m,‚ X cos 2 — m, Y sin 2 


get cn AE 
1 X cos 2 — Y sin £ 
AE X cos 2 —n, Y sin 2 
OEE cod Ae ein Za 
ed _ Mm, Yeos Hm, X sin 
2 Y eos 2 + Xsing ' 
ä __n, YeosB An, Xsin2 
a Yeos@tXsing 


dat is: 
X COS B (M, —m)— YsinB(m, — M,) =O 
X cos Â a —N,) — Ysins(n, — Nn) =0 
Y cos Bm, — Mm) + Xsin A(m' —m,) =O 
Y cos 2 (a, — nh) + Xsin A(n, —n,)=0 
waaruit volgt: 


de punten (M‚,‚ Nn, (M,, N.) ’ nt), m'n) liggen in 
ééne rechte lijn. 


De vergelijking dezer lijn is 


dek js 
L — M — n hee) 
of 1 00) 
Mm, —M, U mk Ms, Noy f: 


De vergelijking (4) wordt 
X' (y li), mm AAN Oe m') 
dee: 
(X cos B — Y sin 6) y — (n, Xeos ff —n, Y sin £) = 
(Y cos B + X sin B)v — (m, Y eos 2 Jm, X sin £) 
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en hiervoor schrijven wij: 
GOE en 
sin2 | Yy—n,) Xa m) | =0. 
Hieruit blijkt dat de resultante, onafhankelijk van de 
waarde van @ gaat door het snijpunt der beide lijnen 
A mee ok (6) 
Y(y—-n) tamp 
Zooals duidelijk is, is de eerste vergelijking die der resul- 


tante vóór de richtings-verandering, de andere is de ver- 
gelijking der resultante na een draaiing van 90°. 


Stellen wij nu dit snijpunt voor door (£, n), zoo vinden 
wij onmiddellijk | 


m, X? m, YY? ONE 
ne ORE DGN Been 
HE en Dn een 


Uit de waarden van m'en m' volgt gemakkelijk 
MET A Erde A0 EN Cen 
(mm, X cos B — m, Y sin B)(X cos — Y sin 2) + 
(m‚ X sin 2 + m, Y cos £) (X sin 2 + Y cos £) 
Aten 
Evenzoo is 
Ee ER et San 
Stellen wij dus 
Mn ELO VOE 


Oer X? JY? 8 
| RAE NM venne 
dio dn X: + Y? 


Zoo is het punt (#,, y,) een punt, dat niet van plaats 
verandert door de richtings-verandering der krachten. 


Aangezien nu 


Mm, AtF-m,Y2 nun, Xtdens Y* 
Rê À R? a 
M, ) n, 1 d) hd 
ligt (w, en y,) in de lijn, aangegeven door (5). 
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De loodlijn uit (&,n) op (5) neergelaten heeft tot vergelijking 
nr Sl in (Ye nr 0 


den 
Mm, —_m)(e—z, + (t, —N,) ee) Jr 
DE 
(”, —n) (v —Y, —(M, — M,) RE 6) 
of 
rr de (A) U) 0 
dus 


(2, Y.) is het voetpunt der loodlijn uit (£, 1) op de lijn 
(5) neergelaten. 

De lengte dezer loodlijn is, zooals uit (7) en (8) onmid- 
dellijk volgt 


A re 


Uit (6) volgt 
X (n 5 DN (nn 109) 
uE VON U eK AN 
en dus 
Kint Em) (an)t + Em): 
zoodat de afstanden van (&, n) tot (m,, »,‚) en (m,, ”,) 


omgekeerd evenredig zijn met de in die punten „aangrij- 
pende” krachten X en Y. 


Schrijven wij (7) in den vorm 


(É — Zi Ze 1e _—)R? = == EK 


Niets 
5 AN 


en M, — M 


5 De, rea rkard XY 
zoo volgt hieruit door kwadraat-verheffing en optelling en 
daarna deeling door Rt 
he Mm, m é ot KNN As 30 M; la) î 
be ser and men =d ed rj 5 
SR 

het punt (£, n) ligt op den omtrek van een cirkel, waar- 
van de lijn (m,, ”,), (Mm,,”,) middellijn is, 
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Het snijpunt der twee krachten XP cosa en X Psine, 
dat wel eens als aangrijpingspunt der resultante wordt 
gekozen is, het punt (@,, »,). Dit punt verandert van 
plaats bij de draaiing @. 

Wij vonden | 

X cos B (n!‚ —n,) — Ysin Ln’, —n,)=0 
X sin 2 (m', —m,) + Y cos B (m', — m,) =0 

Daarom is, onafhankelijk van 4, 

Ke A) Oger Me) FL (0 — A3) UT 

waaruit volgt 

m',n!, (X2 + YP) n!, (Mm, X2 Hm, Ym, Nn, X° + 
Nn LN, Mij At Fe IM NEN 

dus als wij m’/, en n’, door x en y vervangen : 

nn, M, AF FM, Nien 


Xt dY? zin 


LY Yot LoUr 
of 
2 en Nn, Mm, XP JM, Mg KP 
WA) YY) =D Yo RIDER 
Dit tweede lid is te vervormen, nl: 
HoE ANTON A 
0 Ye Ree + Y? 
(Mm, X2Hm, YE) (n, X-An, YP) AXE) (n‚m, XAM) 
B ed 
Ae 
(m, EK m,) (”, gar n‚) ARRA 
zoodat wij vinden voor de meetkundige plaats van het 
punt de hyperbool 


2 


XxX YY? 
LL) re Et == neren We — MN, dn 


, KCH 
Uit (7) volgt (& — xv) ny) = RARE (MM, — MN, —N,) 
dus gaat deze hyperbool door het punt (&, »). 


Men kan ook langs elementairen weg de overtuiging 
verkrijgen dat een middelpunt van krachten bestaat. Als 
men de eigenschap in $ 57 van mijne bewerking van 
Delaunay’s Mechanica toepast, kan men eerst het middel- 
punt construeeren voor 2 der krachten. Door nu dit mid- 
delpunt aan te nemen als het aangrijpingspunt van de 
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resultante dier 2 krachten en dan haar samen te stellen 
met een derde kracht, opnieuw het middelpunt te bepalen 
enz., verkrijgt men het gevraagde middelpunt. De con- 
structie is geheel en al met passer en liniaal uit te voeren. 


Wij mogen dit opstel niet besluiten, alvorens een kleine 
waarschuwing ter neer geschreven tehebben. Wij hebben 
aangetoond dat de resultante geene verandering in grootte 
ondergaat door de draaiing 4. Hieruit mag niet besloten 
worden dat, als er evenwicht is, er na de draaiing £ nog 
evenwicht is. 

De algebraische som der momenten, ten opzichte van 
den oorsprong is m; Y —n, X en dit is bij evenwicht nul. 
Na de draaiing is het ', Y/—n!, X' en dit is 

(Mms Y —n, X) cos B + (Mm, X Hn, Y)sin£ 
en wordt dus 
sin 6 (EPa cos a + EPL sin «) 
d. i, een waarde, die in geval van evenwicht, niet gelijk 
aan nul behoeft te zijn en het ook meestal niet is. 


Correctie formule voor de hooete van den 
barometerstand 


DOOR 


Dr. N., Quint (den Haag) 


Weinig bekend schijnt een geschikte benaderingsformule 
te zijn, die De Saporta eenige jaren geleden aan de Aca- 
démie des Sciences mededeelde, zeker onbekend met het 
feit, dat onze landgenoot Krediet haar reeds in 1888 in 
zijn „Leerboek der Natuurkunde” bewees 

Als H p de afgelezen barometerhoogte is, terwijl de tem- 


peratuur der lucht te C. bedraagt, dan zou de hoogte bij 
Oo (H 0) wezen: 
H‚ nT ig, een ie 
1 dad, 


ficient der schaal en « de schijnbare uitzettingscoefficient 


zooals A de lineaire uitzettingscoef- 
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van kwikzilver voorstelt. Het bedrag, waarmede dus H, 


verminderd moet worden is; 


Ph H‚ del p (« — A)t als hoogere machten van 


kleine grootheden verwaarloosd worden. 
Neemt men nu: 
a == 0,000180 
À == 0,000019 
H p als gemiddelde waarde 760 millimeter dan wordt de 


correctie in millimeters 0,12286 4 dus nagenoeg 4 t. 


Voor H— 760 zou de formule van De Saporta H == 758 


geven, wat slechts 0,04 te weinig is. Zoo ook vindt men 
voor H; = 770,22, H_ == 767,10 in plaats van de juiste 


waarde 767,11. 


Uit Buitenlandsche tijdschriften. 


BIJEENGEBRACHT DOOR 


C. A. Gikot en Pr. N. Quint. 


1. Een mieuw punt. 


Of het is om aan Japan ook een plaats in de geschiedenis 
der wiskunde te geven, dan wel om te maken, dat de 
terminologie van de driehoeks-meetkunde ten spoedigste een 
afzonderlijk vak wordt, met eigen specialiteiten (waar het 
al aardig naar toegaat), weet ik niet, maar een feit is het 
dat de Japanees Kariya in de „Enseignement mathématique” 
van 15 Maart 1904, voorstelt zijn eigen naam te verbinden aan 
een punt, dat hij beweert gevonden te hebben. Dit punt is het 
volgende : Als men op de stralen van de punten, waarin de in- 
geschreven cirkel van een driehoek de zijden raakt, vanaf het 
middelpunt gelijke stukken afzet, gaan de lijnen die de ver- 
kregen uiteinden met de overstaande hoekpunten verbinden, 
door één punt, | 
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Ongelukkig voor den heer Kariya komen in de Mei-afle- 
vering verschillende inzenders zijn illusie verstoren ; niet 
alleen geeft Hilton een eenvoudiger bewijs, maar Barbarin 
komt vertellen, dat hij al in 1896 studies gepubliceerd 
heeft, waarin, als bijzonder geval, de vinding van Kariya 
opgesloten ligt. | 

Heel aardig slaat op deze geschiedenis de opmerking 
van Méray in de Maart aflevering: „Je protesterai encore 
contre les abus de la „Géométrie du triangle”, thème 
toujours inépuisé d’élucubrations qui rempliraient déja des 
volumes. Une droite, un cercle, liés d'une manière quel- 
conque à un triangle, passent assurément par quelque 
point, sont tangents à quelque chose, comme une balle 
tirée au hasard frappe toujours quelguepart. Mais chercher 
ou donner des noms comme à des rues, pour le seul plaisir 
de la trouvaille, est une occupation dont la frivolité est 
égale dans les deux cas. Je regrette qu’un réel talent s’y 
soit dépensé avec une telle prodigalité; je regrette sur- 
tout, que, pour la jeunesse, certaines habitudes scolaires aient 
fait de cela (et d'autres choses) une perte appréciable 
d'efforts et de temps”. 


2. Meetkundige plaats van de punten waarvoor de verhouding 
van de afstanden tot twee vaste punten constant is. 


Van deze meetkundige plaats wordt vaak geen volledig 
bewijs gegeven; gebeurt dit wèl, dan gebruikt men er meestal 
de theorie van de harmonische snijding bij. Daar we van mee- 
ning zijn, dat eenvoudige zaken eenvoudig bewezen moeten 
worden, laten we hier een elementaire afleiding voor die 
elementaire meetkundige plaats volgen. Die afleiding is, als 
nieuw, toegezonden aan het „Bulletin des sciences mathé- 
matiques et physiques élémentaires”, (Ll Nov. 1902). We 
meenen echter, dat Legendre die afleiding al gegeven heeft. 

Laat A en B de twee vaste punten zijn, en M een punt 
van de meetkundige plaats; beschrijven we nu den cirkel 
AMB (welke cirkel niel de m. pl. is), trekken daaraan in 
M de raaklijn, die het verlengde van AB in O snijdt en 
noemen we de standvastige verhouding k. De A AOAM 
en OMB zijn «wv, omdat de hoeken van den eenen gelijk 
zijn aan die van den anderen; dus: 

OA AMMO 


OM HB OB * 
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OA OA OM en E 
waaruit OE S OM One k*, dit bewijst dat;het punt; 


O een vast punt op het verlengde van AB is. Verder 


heeft men: OM = Ee == standvastig, m.a. w. alle punten 


M liggen op een cirkel waarvan M middelpunt is. 
Omgekeerd voldoet ieder punt M van den cirkel, immers 
heeft men: 


OO Aes rene zie Oee Oh 
OEM ige OM == k, waaruit OB mi 

Daaruit volgt weêr: A AM ev A MB (een hoek gemeen, en 
de zijden daarom heen evenredig), en dit geeft ten slotte 
AM 


gg ha ed. pi 


8. Niewwe en elementaire afleiding van de som van de kwadraten 
der n eerste geheele getallen. 


Laisant in het Bulletin des Sciences math. et phys. él. 
(1 Oet. 19055) 


Men heeft: »° == Aden (2n—3) + (2n—l) 
nl = 18... Re 8) 
; Ee es 
Rd mm | 


op 
nn 12 ES, =n. HH 18... HAN —3)H An 1) 
2 Sen HAN 122? Hd 2.1 


op 
8 S,=n (Ant) (@n1).…. 2 (OnH1)H1(2nFl) 
—=(2nF1) (14+2H3 ….n) =(2ntl). AGE dus 


__ n nl) (2n +1) 
SE 
6 
4, Over Geometrographie (methode door Lemoine bedacht om de 
nauwkeurigheid en eenvoudigheid voor constructies 
te bepalen, of liever te vergelijken.) 


Een inzender in het Bulletin des Sciences math. et phys. él. 
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(15 Juni 1904) vraagt aan de redactie waarom deze niet meer 
over Geometrographie spreekt; de redacteur Gérard ant- 
woordt hierop: „Ik heb er van af gezien tegen den stroom op 
te roeien, maar ik houd dit vol: le. De eenvoudigheid van de 
meetkundige constructies (bedoeld wordt natuurlijk de 
eenvoudigheid in het teekenen) komt er heelemaal niet op 
aan, omdat men ze toch nooit uitvoert. 2e. Er is een 
objectief kenmerk noodig om te kunnen uitmaken of de 
eene constructie eenvoudiger is dan de andere, omdat anders 
iedereen zal zeggen dat zijn constructie de eenvoudigste is 
(wat ook werkelijk gebeurt). Daar het hier een conventie 
geldt, kan men ieder kenmerk nemen, bijv. het totaal 
aantal lijnen dat men moet trekken, mits men aangeeft 
met welk gereedschap men werkt. Zoo bestaat er voor de 
constructie: „eene rechte lijn in 2 deelen te verdeelen, 
waarvan het product gelijk is aan dat van twee gegeven 
lengten” eene constructie waarbij 4 rechte lijnen en 5 
cirkels noodig zijn, als men de teekenhaak gebruikt en 6 
rechten met 7 cirkels als men dat instrument uitsluit. 
Een tweede constructie vereischt 6 cirkels en geen enkele 
rechte; volgens onze conventie dus is deze constructie 
eenvoudiger, ofschoon haar „énoncé” langer is. Men zal mij 
tegenwerpen, dat er bij de eerste constructie een cirkel 
minder is, dat de rechte eenvoudiger is dan de cirkel, dat 
het beter is vier rechten te trekken dan een cirkel, enz. 
Goed, maar dan moet men logisch zijn; ’tis bewezen dat 
de constructies die uitvoerbaar zijn met passer en liniaal 
altijd uitgevoerd kunnen worden door den passer voor 
één enkelen cirkel te gebruiken, en verder de liniaal ; dus 
zou men alle constructies moeten afkeuren die het trekken 
van meerdere cirkels eischen. 

Met beter recht kan men echter volhouden, dat het 
trekken van eene rechte lijn alles behalve eenvoudig is; 
de cirkel is de eenige lijn die men tegelijk eenvoudig en 
wetenschappelijk trekken kan; het trekken langs een liniaal 
is grof empirisch, te vergelijken met het trekken van een ellips 
langs een mal. Om zuiver een rechte lijn te trekken moest men 
eigenlijk den inverseur van Peaucellier gebruiken, of een der- 
gelijk instrument. Dit bewijst dat het trekken van een rechte 
lijn, wetenschappelijk genomen, veel ingewikkelder is dan 
dat van den cirkel”, 


er CIKOE, 
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1. Rechte van Gauss. Van de stelling, dat de middens der 
diagonalen van een volledige vierzijde op één rechte liggen 
(rechte van Gauss) kan het volgende bewijs gegeven worden, 
waarbij alleen gebruikt gemaakt wordt van stellingen uit 
het eerste boek van Euclides. *) 

Zijn de drie diagonalen AA’, BB’ en CC’, waarbij A, B 
en C op een rechte liggen. Voltooi de parallelogrammen 
ACA’P en BCB’Q, dan moeten dus ook de middens van 
CP. CQ en CC’ collineair zijn ot ook de punten P,Q en C’. 

Trek door C! lijnen evenwijdig met AP en AB, die AP 
en BQ in X en Y, en ABen PA' in X' ens renndens 
Dan zijn de parallelogrammen XB’ en B'X’ evengroot en 
eveneens YA' en A’X/, waaruit hetzelfde volgt voor 
XQ en QY’; dus moet in het parallelogram XPY’C' het 
punt Q op PC liggen. 

(Nanson, Repr. Educ. Times 
Q. New Series, Vol. IV, 1903, 5385). 


2. Elementaire afleiding eener eigenschap van de kegelsneden. 
Analytisch wordt eenvoudig aangetoond, dat het snijpunt 
eener loodlijn uit het brandpunt op een raaklijn eener 
ellips neergelaten met de middellijn, die door het raakpnnt 
gaat, op de overeenkomstige richtlijn ligt. Zooals het met 
vele dergelijke eigenschappen het geval is, hangt deze 
stelling samen met een allereenvoudigste eigenschap der 
planimetrie, t. w. Van \ ABC zij gegeven de basis AB =2c 
en de som der opstaande zijden AC en BC == 24. Als nu 
de zwaartelijn MC in H de loodlijn uit B op de buiten- 
deellijn van / C neergelaten, snijdt, dan is de meetk. 
plaats van het punt H een loodlijn op AB in het punt D, 
zoodanig, dat MB X MD == a? is. Voor de hyperbool geldt 
een overeenkomstige eigenschap. 


(Scott, Repr. Educ. Times. 
Q. New Series, Vol. IV, 1908, Note 2). 


8. In een driehoek is het vierkant van den afstand van een 
hoekpunt tot het middelpunt van den ingeschreven cirkel 
omgekeerd evenredig met den afstand van de overstaande 
zijde tot het midden van den overeenkomstigen boog van den 


*) Den lezer wordt verzocht de figuur te teekenen, 
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omgeschreven cirkel ; een eigenschap, die onmiddellijk volgt 
uit de goniometrische waarde dezer lijnen nl. 7 cosec 4 A 
en R (l—cos A). 

(Biddle, Repr. Educ. Times 
Q. New Series, Vol. IV, 1903, 15117). 


4, Als van een regelmatig veelvlak, welks zijvlakken driehoeken 
zijn, X het oppervlak van den omgeschreven bol, Y het 
oppervlak van den bol, die de ribben raakten Z het oppervlak 
van den ingeschreven bol voorstelt, dan is X +3 4 =4Y. 
Als R, pe en 7 de stralen der drie genoemde bollen zijn 
en a de ribbe is, dan volgt de stelling onmiddellijk uit de 
betrekkingen : 


R° — p° = ta? en R? — p? = + a? 
(Blaikie, Repr. Educ. Times 
Q. New Series, Vol. IV, 1903, 15261). 


5. Analogon van de stelling van Ptolemeus voor een raaklijnen 
vierhoek. Als van een vierhoek de zijden a, b, c en d, de 
diagonalen e en f zijn, terwijl de stompe hoek dezer laatsten, 
die ondersteld wordt tegenover a en e te staan, p is, dan 
geldt de betrekking : 

at + Cc? — bt — d? = — Ze f cos wp (1). 

Is nu ade=bdd(2), dan gaat de vorige betrekking 
over in de formule, die aan de stelling van Ptolemeus 
denken doet: ac—bd=efecosp (8). 

Omgekeerd zal ook uit (1) en (3) de gelijkheid (2) volgen, 
zoodat (5) karakteristiek is voor een raaklijnenvierhoek. 


(Lony Zeitschrift für 
Q. math. und naturw. Unterricht, XXXV, 1904). 


6. Uitbreiding van de stelling van Ptolemeus. Noemt men 
van ABCD de zijden AB, BC, CD en DE, a, b, c en d, de 
diagonalen AC en BD, e en f, de hoek tusschen a en e 
(ae) enz, dan heeft men voor den dubbelen inhoud van 
den vierhoek de formules : 

ef sin (ae) = ac sin \ (ae) A (ce) } Hb dsin t (be) + (de) \ 
— ae sin | (af) + (cf) \ + bd sin t (bf) + (df) |, 
waaruit volgt de betrekking : 


OOC AD — CC poa (be}Hde) — (bf) — (df) 


ÖhE0S D 5 


50 


In deze formule ligt de stelling van Ptolemeus opgesloten, 


daar toch bij een koordenvierhoek 
(ae) = (cf), (ve) = (af), (be) = (df), (de) = (bf) is. 
Omgekeerd zal volgens de algemeene betrekking slechts 
dan ef=—=acd bd kunnen wezen als de vorige betrekking 
tusschen de hoeken bestaat, dus ABCD een koordenvier- 
hoek is. 
(Lony, Zeitschrift für math. 
Q. und naturw. Unterricht. XXAXV, 1904.) 


N. QUINT. 


Vraagstukken. 


(Oplossingen kunnen worden ingezonden vóor 15 Dec. 1904, 
aan den Hoofdredacteur. Nieuwe opgaven, vergezeld 
van de oplossingen, worden gaarne verwacht.) 


1. Drie lijnen van gegeven lengte in één vlak om één 
punt zóó te groepeeren, dat de niet-gemeenschappelijke 
uiteinden de hoekpunten zijn van een driehoek 
waarin : 

d). het oppervlak maximum, 
.b). de omtrek maximum, 
c). de som van de kwadraten der zijden maximum is. 
C. A. Crkor. 


2. Vier lijnen van gegeven lengte om een punt te 
groepeeren, zóó dat het tetraëder dat de vier niet 
gemeenschappelijke uiteinden tot hoekpunten heeft: 
d). maximum inhoud heeft, 

b). een maximum bereikt in de som van de kwadra- 
ten der ribben. CG. A. Crkor, 


3. Op een vaste middellijn van een cirkel als zijde 
beschrijft men harmonische vierhoeken (d.z. vier- 
hoeken waarin de producten der paren overstaande 


m an pn 
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zijden gelijk zijn); bepaal de meetkundige plaats van : 
het snijpunt der diagonalen, het snijpunt van de 
twee zijden die aan de middellijn grenzen, het brand- 
punt van de ingeschreven parabool enz. 

C. A. Crkor. 


‚ Welken stand moet een koorden-vierhoek ten op- 
zichte van een bepaald plat vlak hebben, opdat zijn 
projectie daarop weêr een koorden-vierhoek zij ? 

Oet A GIKOT, 


‚ Door een punt op de as van een rechten cirkelkegel 
een vlak aanbrengen, zóó dat de doorsnede minimum- 
oppervlakte heeft. OTA CIKOT. 


.S A en Sa enz. zijn axiaal tegenover elkaar liggende 
beschrijvende lijnen van een rechten cirkelkegel, aan 
de eene zijde begrensd door den top, aan de andere 


door een Ae oee REA AN Gr te DO 
bewijs dat —- En rr de E Een Ee El dn =— constant. 
C. A. Crkor. 


. In een willekeurig octaëder het grootste paralelle- 
pipedum te beschrijven. GaAs CIKOT, 


. In een octaëder, waarvan de diagonalen elkaar lood- 
recht kruisen, een kubus te beschrijven. 


C. A. Cikor, 


. Van A ABC is H het hoogtepunt, M het middelpunt 
en R de straal des omgeschreven cirkels, M, M, M‚ 
1 ’ bi 
zijn de middelpunten der cirkels om de driehoeken 
HBC, HCA en HAB. Gevraagd: 
1°, Aan te toonen dat de lijnen AM, Al, CM, 


elkander halveeren in het middelpunt ° van en 
negenpuntscirkel van \ ABC. 


2, AM? + BM: JCM: 4 MH* = I2R?, 


C. KREDIET. 
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Vraag en Antwoord. 


Vr. 1. Bestaat er geen studie over de geschiedenis van 
het boek van Euclides door de eeuwen heen ? 
P. te B. 


Antw. In „the Library of Useful Stories” verscheen iets, 
wat aan uw doel beantwoordt nl. „The Story of Euclid 
by Frankland”. London 1902, 


Vr. 2. Waar zijn te vinden oplossingen van het vraag- 
stuk : een koordenvierhoek te construeeren als de vier 
zijden gegeven zijn ? A. te A. 


Antw. Een volledig overzicht is te vinden in „Ein 
Sehnenviereck aus seinen Seiten zu konstruieren” von Karl 
Geiger, Programm des K. humanistischen Gymnasiums 
Landshut fûr das Schuljahr 1900/1901. Q. 


Vr. 3. Een vorig jaar vestigde Mannheim in de Inter- 
médiaire de aandacht op het feit, dat er nog nimmer 
een eenigszins volledig overzicht geschreven was over de 
belangrijke benaderingsconstructies voor zr. Is zulk een 
stuk reeds verschenen ? Ignotus te W. 


Antw. Een onzer medewerkers heeft ons een artikel over 
dit onderwerp toegezegd. Red. 


Vr. 4. Bestaat een oplossing voor het vraagstuk: Drie 
geheele getallen zoodanig te bepalen, dat de som hunner 
derde machten de derde macht is van een geheel getal? 


WE tene 


53 


De Vierhoek en het octaëder in hunne analogie 


C. A. CIKOT, s-Hertogenbosch.) 


LE 
(Vervolg van bladz. 9). 


(Dit vervolg is, in hoofdzaak, ook te begrijpen door hen 
die I niet gelezen hebben. 

Wordt verzocht in e bijvoegen: De middelpunten van 
vier van dergelijke bollen die aan dezelfde zijde van een 
diag. vlak liggen, liggen in één vlak. 

Bij Oct. a, bl. 5, 18de regel van boven: recht te veran- 
‚ deren in rechthoekig; verder valt daarbij op te merken, 
dat het niet noodig is dat de diag. elkaar loodrecht snij- 
den, loodrechte kruising is voldoende.) 

f. Hulpstelling. Als twee lijnen a A en 6 B elkaar in 
O middendoor deelen, en men trekt uit A en Blijnen AC 
en B C, en verder uit a en b lijnen evenwijdig met de 
eerstgenoemde, dan snijden die elkâar in c zóó dat AABC 


ov abe, en dat Ce in O wordt middendoor gedeeld. 


Vierhoek. 


Als men uit de mid- 
dens van de zijden in een 
(vlakken of scheeven) 
vierhoek lijnen trekt 
evenwijdig aan de over- 
staande zijden, omslui- 
ten die lijnen een vier- 
hoek gelijk en gelijkv. 
met den oorspronkelijken 
(deze stelling is nog alge- 
meener); de middens van 
de lijnen, die in beide 
vierhoeken de middens 
der diag. verbinden, val- 
len samen. 

Wiskundig Tijdschrift le Jaarg. 


Octaëder. 


Als men door de zwaartepunten 
van de zijvlakken in een oct. vlak- 
ken brengt evenwijdig met de over- 
staande zijvlakken, omsluiten die 
vlakken een oct. gelijk en gelijk- 
vormig met het oorspronkelijke, De 
zwaartepunten van de beide drie- 
hoeken, die in beide lichamen tot 
hoekpunten hebben de middens van 
de diag., vallen samen. 

g. In een oct. met snijdende diag. 
is de som van de kwadraten der 
ribben == tweemaal de som van de 
kwadraten der diagonalen + vier- 
maal de som van de kwadraten 

4 


g. In een vierhoek is 
de som van de kwadraten 
der zijden = de som van 
de kwadraten der diago- 
nalen + vier maal het 
kwadraat van de lijn die 
de middens der diagona:- 
len verbindt. 

h. In een vierhoek met 
elkâar loodrecht snijden- 
de diag. is de som van de 
kwadraten van een paar 
overstaande zijden == die 
som voor het andere paar. 

Is de v. een koorden-v. 
dan is die som == kwa: 
draat van de middenlijn. 

i. In een v. met onder- 
ling loodrechte diag. lig- 
gen de middens van de 
zijden op éénen cirkel 
met de voetpunten der 
loodlijnen uit die mid- 
dens op de overstaande 
zijden neergelaten. Het 
midden van de lijn die de 
middens van de diíag. 
verbindt is het middel- 
punt. (1ste 8 punts-cirkel.) 

Ook liggen op éénen 
cirkelomtrek de voetpun- 
ten der loodlijnen uit 
het snijpunt van de diag. 
op de zijden nêergelaten, 
op denzelfden cirkel lig- 
gen ook de snijpunten 
van de verlengden dier 
loodlijnen met de over- 
staande zijden; het mid- 
delpunt van dien cirkel 
ligt op de lijn die de mid- 
dens van de diag. ver- 
bindt. (2de 8 punts-cirkel.) 
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der lijnen die de middens der diag. 
verbinden. 

(Wordt door middel van neven- 
staande eigenschap bewezen.) 

h. In een oct. met elkaar lood- 
recht snijdende diag. is de som van 
de kwadraten van de zes ribben 
in een paar overstaande zijvlak- 
ken constant (derhalve geldt het 
ook voor de sommen van de vier- 
kanten der zwaartelijnen in die 
zijvlakken.) 

Verder is de som van de vier- 
kanten van vier zijvlakken die 
geen ribbe gemeen hebben gelijk 
aan die som voor de andere vier 
(omdat in een tetraëder dat een 
drievlakkenhoek met drie rechte 
zijden heeft, het vierkant van 
het „schuine” zijvlak gelijk is 
aan de som van de kwadraten 
der „rechthoeks-vlakken”.) 

i. In een oct. waarin de diag. 
elkaar loodrecht krwisen, liggen 
de zwaartepunten van de zijvlak- 
ken op één bol met de voetpun- 
ten van de loodlijnen uit die 
zwaartepunten op de overstaande 
zijvlakken neergelaten (1ste 16 punts- 
bol.) Volgens het voorgaande (blz.5) 
ligt het middelpunt in het gemeen- 
schappelijk snijpunt van de lijnen 
die de overstaande zwaartepunten 
verbinden. 

Snijden de diag. elkâar loodrecht, 
dan liggen de voetpunten der 
loodlijnen uit het snijpunt op de 
zijvlakken nêergelaten op één bol 
met de snijpunten van die lood- 
lijnen met de overstaande zijvlak- 
ken (2e 16 puntsbol). 
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Bewijs (Zie fig. 1.) Bewijs (Zie fig. 2). 


Zij ACB de doorsnede van een 
scheeven cirkelkegel met een vlak 
dat door de hoogtelijn CO gaat, 
en F het voetpunt der loodlijn uit 
O op AC, F' E een lijn anti-paralel 
met AB ten opzichte van /_ C 


Baat B, Gen Hi 
de voetpunten zijn, dan 
wordt gemakkelijk be- 
wezen dat in vierhoek 
EF GHde som van twee 
overstaande; hoeken == 
1809 is. 


Fig. 2. 


(of, wat hetzelfde is, zij E het 
voetpunt der loodlijn uit O op 
BC), en eindelijk G het snijpunt 
van PF E met CO. Nu is: OG = 

EREN | FC cos B Ca —= EF GsnB OG 

Fig. 1. siniA ” Reen dOaRA ai CG 

Laat verder K, Ien L|_—_ _ 0B.AO 

drie van de laatst be- ade hire Behe 
doelde snijpunten zijn;/=—= h is; nu is het product OB.AO 
omdat nu HOGD een {constant (macht van D ten op- 
koordenv. is, heeft men :|zichte van den grondvlakscirkel), 
/ HGO =«, maar / IOC | dus wordt CO door de lijnen F E 
= / AOH == «, dus/ {in alle doorsneden in ’t zelfde punt 
HGO = / IOC. Ook is|G gesneden; bovendien zijn al die 
/ OGF ==, dus/ HGF {lijnen F E evenwijdig met het 
—=at@;/ FIH==adf£|raakvlak in C aan den omgeschre- 
(als buitenhoek van A {ven bol, dus liggen ze alle in ééne 
OIC) dus / FIH = / \anti-paralelle doorsnede van den 
FGH, m.a.w. I ligt op{kegel, of op een cirkel (wat ook 
den cirkel EFGH, en|een merkwaardige eigenschap voor 


dus de 3 andere punten 
ook. Klis een middellijn 
van dien cirkel; / KLI 
is dus recht, wat geeft 
dat de snijpunten van 
de verlengde loodlijnen 
met de zijden de hoek- 
punten van een recht- 
hoek zijn. 

De zijden van dien 
rechthoek zijn even wij- 
dig met de diag. van 
den oorspronkelijken v… 
immers : 

KDiKO SsipBesinng 
AK OE SNGOSNRACOSL 
waaruit KD: AK —= tg @: 
tg a (1); eveneens LB: 
AL =tgò:tg y (2). 

BO 

Daar tg 2 = ot 
wordt (1) 


en tg 


KD 
ICD BAO Ds 
OA Xx OC (1) 
Br AL BO SOD 
OA X OC. 

Ten slotte heeft men : 
ICD RAR B RAN 

(Het verschil van de 
verhouding van die twee 
producten en de eenheid 
zou men de excentriciteit 
van den v. kunnen noe- 
men want als dat ver- 
schil gelijk nul is liggen 
À, B, C en Dop één cir- 
kel.) 

Daar het snijpunt van 
de diag. van een vier- 
hoek, die zóó in een an- 
deren beschreven is dat 
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den scheeven cirkelkegel is). Nu 
zijn, als C het uiteinde is van 
een diag. in een oct. waarvan de 
diag. elkaar loodrecht in O snij- 
den, de loodlijnen uit C neer- 
gelaten op de zijden van het tus- 
schenvlak dat in O loodrecht op 
CO staat, beschrijvende lijnen van 
een scheeven cirkel-kegel, immers 
de voetpunten zijn punten van 
den 2den 8 punts-cirkel in bedoeld 
tusschenvlak, en daarom ligt dus 
ieder stel van vier voetpunten op 
éénen cirkel. 

Uit formule (I) in de linkerkolom 
volgt dat de verlengden van al die 
loodlijnen beschrijvende lijnen van 
den scheeven kegel, die aan den 
anderen kant van het grondvlak 
staat, op een zelfden afstand van 
het grondvlak snijden, (immers het 
product van AO en OC is con- 
stant.) dus op den omtrek van eene 
paralelle doorsnede van dien twee- 
den kegel (cirkel), en deze eigen- 
schap geldt ook voor de verleng- 
den van de vier andere loodlijnen. 

We krijgen dus: twee groepen, 
ieder van vier voetpunten van 
loodlijnen uit O op zijvlakken om 
één punt en twee groepen, ieder 
van vier snijpunten van de ver- 
lengden dier loodlijnen met de 
overstaande zijvlakken, iedere 
groep liggend op een cirkel (pa- 
ralelle en anti-paralelle doorsne- 
den.) 

Laat nu Fig. 2 ook de hoofd- 
doorsnede van de twee bovenbe- 
doelde kegels voorstellen, dan zijn 
de snijlijnen van het snijdend vlak 
met de vier paralelle en anti-pa- 
ralelle doorsneden koorden van 


zijn zijden evenwijdig 
loopen met de diag. van 
den buitensten, op de 
lijn ligt die in den laat- 
sten de middens der diag. 
verbindt (Zie a), ligt dus 
het middelpunt van den 
2den achtpunts-cirkel op 
die ‚lijn. [Ook kan men 
dit bewijzen door opte- 
metken sdat BI: IC — 
DrK A, wat zegt 
dat het midden van KI 
op de lijn ligt die de 
middens van AC en van 
BD verbindt (gemakke- 
lijk te bewijzen door in 
K en l gelijke en even- 
wijdige krachten te doen 
aangrijpen, en daarvan 
het middelpunt te be- 
palen : le. direct, 2e, na 
splitsing in krachten die 
in de hoekpunten aan- 
grijpen)| _ 

De v. EFGH blijft 
koordenv. als men schuin 
projecteert ; de zóo ont- 
staande vierhoeken zijn 
alle gelijkvormig en heb- 
ben O tot gemeenschap- 
pelijk centrum van ge- 
lijkvormigheid ; dat punt 
is in al die koordenv. 
dat merkwaardige punt 
van een koorden v. 
(waarop, zoover we we- 
ten, nog nooit de aan- 
dacht is gevestigd) waar- 
voor we hebben: / HOF 
+/ E=/ EOGH/ H 
el dien dat bij 
een koorden-tangentenv. 
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een zelfden achtpunts-cirkel in een 
koordenvierhoek met loodrechte 
diag. (terwijl ze in die vier door- 
sneden middellijnen zijn); de vier 
cirkels liggen daarom op éénen 
bol, die zijn middelpunt heeft op 
de lijn die het midden van AC 
met het midden van de diag. BD 
verbindt; maar het midden van 
AC, ligt als middelpunt van een 
achtpunts-cirkel, op de lijn die de 
middens der diag. twee andere 
van het oorspronkelijk oct. ver- 
bindt, en daarom ligt het middel- 
punt in het vlak dat door de 
middens der diagonalen gaat. [Zie 
voor de ligging van de achtvoet- 
punten op één bol: Catalan Théo- 
rèmes et Problèmes, 6me édition, 
page 406. Daar wordt vermeld dat 
het theorema van Steiner afkom- 
stig is, en het in Catalan gegeven 
bewijs van Neuberg; van de lig- 
ging van de 8 andere punten op 
dien bol wordt niet gerept, waar- 
uit ik opmaak dat dit gedeelte 
(zooals trouwens meerdere hier 
gegeven eigenschappen van v. en 
oct.) oorspronkelijk is. | 

Is het octaëder ingeschreven 
dan vallen de twee 16 punts-bollen 
samen. Dit kan o.a. op de volgende 
manier bewezen worden: 

Laat, (Zie Fig. 4), ABC en abc 
twee overstaande zijvlakken zijn 
van een ingeschreven oct. waar- 
van de diag. elkâar in O recht- 
hoekig snijden, en H het voetpunt 
van de loodlijn uit O op ABC 
nêergelaten, dan is ook H het 
orthocentrum van ABC en OD 
de hoogtelijn op AC; omdat AC 
ac een koordenvierhoek is met 


middelpunt van den ing. 
cirkel wordt, 


Is de oorspronkelijke 
vierhoek bovendien in- 
geschreven, dan vallen 
de twee achtpunts-cir- 
kels samen; het gemeen- 
schappelijk middelpunt 
is dan het midden van 
de lijn die de middens 
der diag. verbindt. (Daar 
EF anti-paralel met AB 
ten opzichte van /_ ABC, 
liggen E‚ F, A en C op 
een cirkel; het snijpunt 
van EF en AC (welk 
punt op de buiten-diag. 
ligt) is dus een punt van 
de machtlijn van den 
oorspronkelijken cirkel 
en den achtpunts-cirkel, 
eveneens het snijpunt 
van EH met BD: dusis 
de 3e diag. machtlijn van 
den oorspronkelijken cir- 
kel en den achtpunts- 
cirkel.) Zij N dat punt 
en M het middelpunt 
van den oorspronkelijken 
cirkel. (Zie fig. 3). O, N 
en M liggen nu op ééne 
lijn, en wel zóó dat ON== 
NM. 

Als men OH verlengt 
tot in O, zóó dat HO, 


Or M= 2 X straal van 
den achtpunts-cirkel == 
constant; bovendien, als 
P het snijpunt van MO, 
met AD is, blijkt dat 
AD gelijke hoeken maakt 


HO, dan blijkt dat 


D8 


onderling loodrechte diag. is d het 
midden van ac, en dus bd een 
zwaartelijn van abc; zóó kan men 
bewijzen dat het snijpunt 4 van 
OH met abc op de drie zwaarte- 
lijnen ligt, m.a.w. het zwaartepunt 
van abc is, wat bewijst dat de 
twee 16 puntsbollen samenvallen ; 
het gemeenschappelijk middelpunt 
is het zwaartepunt van den drie- 
hoek!die de middens van de diag. 
tot hoekpunten heeft. 


Figs 


Als fig. 5 de doorsnede voor- 


stelt van een vlak door O lood- 


recht op twee overstaande zij- 
vlakken met die zijvlakken, dan 
zijn de doorsneden van dat vlak 
met die zijvlakken de lijnen van 
Euler in deze laatste, hz, en m, 
zijn hoogtepunt, zwaartepunt en 
middelpunt in het eene, A, mm; en 
z, die punten in het andere, waarbij 
h‚z,=?2z2,m,,enz. De loodlijnen 
van de twee zijvlakken in /, en 2, 
opgericht snijden elkaar in O, ter- 
wijl hunne verlengden de Euler- 


met OP en PM, wat ons 
dus leert, dat de vier 
zijden van den oorspron- 
kelijken vierhoek raken 
aan een ellips die haar 
brandpunten heeft in O 
en in M, waarvan de 
groote as een lengte heeft 
— tweemaal straal van 


Fig. 8. 


den 8 punts-cirkel, en 
waarvan de kleine as 
evenwijdig is met de 
buiten diagonaal. 

Laat men nu den oor- 
spronkelijken _ vierhoek 
in den cirkel draaien 
zóó dat de diag. elkaar 
in O loodrecht blijven 
snijden, dan houdt de 
lijn O M (en al de punten 
die er op liggen,) haren 
stand, de vierhoek blijft 
dus raken aan de ellips 
(de om- en ingeschreven 
kegelsneden in het theo- 
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lijnen in Zy en Z, snijden, en 
het midden Z van z, 2, het 
zwaartepunt van meer genoemden 
middendriehoek (of middelpunt 
van de gemiddelde afstanden voor 
de acht hoekpunten) is; de lood- 
lijnen in mm, en in my op de zij- 
vlakken opgericht snijden elkaar 
in het middelpunt M van den oor- 
spronkelijken bol, en die in z, en 
z, in een punt Zn. Nu blijkt dat 
O, Z, Zn en M op ééne lijn liggen 
(een soort lijn van Euler voor dit 
oet.), en wel zóó dat OZ = ZZ 
— Zn M is. Nog blijkt uit de fig. 
dat de zijvlakken door den 16 
punts-bol gemeden worden volgens 
een cirkel waarin hoogtepunt en 
zwaartepunt diametraal tegen- 
over elkâar liggende punten zijn ; 
op dezen cirkel nu liggen de voet- 
punten der loodlijnen uit het 
zwaartepunt op de hoogtelijnen 


4 neêrgelaten (dat zijn dus de pun- 


ten welke die lijnen verdeelen in 
r. van 1 : 2)en ook de voetpunten 
der loodlijnen urt het hoogtepunt 
op de zwaartelijnen nêergelaten ; 
dit geeft voor ieder zijvlak nog 6 
merkwaardige punten, waardoor 
de bol dus tot 64 punts-bol ver- 
heven wordt. Even als bij den 
koordenv. blijkt hier dat al 
de zijvlakken raken aan een om- 
wentelings-ellipsoïde, waarin O en 
Zn de brandpunten zijn, en Z het 
middelpunt, en waarin de as welke 
die punten bevat een lengte heeft 
=— 2 X straal van den 64-punts- 
bol; de cirkel-doorsneden zijn 
evenwijdig met het vlak der bui- 
ten-diag. Laat men nu de diag. 
van het oct. om O draaien, zóó 


rema van Poncelet zijn 
dus hier: de oorspron- 
kelijke cirkel en de ellips); 
door de som van de 
kwadraten van de diag. 
niet verandert, veran- 
dert ook de straal van 
den achtpunts-cirkel 
evenmin als zijn middel- 
punt, en daarom blijven 
de voetpunten en de 
middens der zijden op 
denzelfden cirkel; het 
punt F (brandpunt van 
de ingeschreven para- 
bool) houdt ook zijn 
plaats. De som van de 
kwadraten der zijden 
verandert niet. De maxi- 
mum v. is een geliĳk- 
beenig trapezium, de 
minimum v. een v. sy- 


metrisch ten opzichte 
van de middellijn van 


het snijpunt der diag. 
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dat ze altijd onderling loodrecht 
blijven, en hunne uiteinden op den 
bol dan blijft de som van de kwa- 
draten der diag. constant; O en 
M blijven op hun plaats, dus ook 
ZL en Zn; daar de som van de 
kwadraten der diag. en O M? stand- 
vastig blijven, blijft ook de straal 
van den 64-puntsbol constant, wat, 
in verband met den onverander- 
lijken stand van Z geeft, dat de 
64 punten steeds op denzelfden 
bol blijven; ook bovenbedoelde 
ellipsoïde verandert niet, wat ons, 
althans voor dit geval, wijst op 
een gewijzigd theorena van Pon- 
celet in de ruimte. Nog dient 
opgemerkt dat de som van de 
kwadraten der ribben niet veran: 
dert; evenmin het vlak van de 
3 buiten-diag. 

In fig. 5 blĳkt nog dat de 
normalen van de zijvlakken in 


het middelpunt van hun negen- 
puntscirkel opgericht ook door één 
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punt N gaan (dat met de andere 
merkwaardige punten op ééne lijn 
ligt); verder hebben twee aan- 
grenzende negenpuntscirkels het 
midden van eene ribbe gemeen, 
en daarom liggen al die negen- 
puntseirkels op één bol; (toepassing 
van deze eigenschap: als twee 
cirkelomtrekken in de ruimte een 
punt gemeen hebben en hunne 
assen snijden elkaar, dan liggen 
die cirkels op éénen bol), op dien 
bol liggen: van iedere ribbe twee 
punten, dus van al de ribben sa- 
men vierentwintig punten ; boven- 
dien van ieder zijvlak nog drie 
punten, dus samen nog eens vier- 
entwintig punten; de bedoelde 
bol is dus een 48 punts-bol. Tot 
dezen bol behooren ook de acht- 
punts-cirkels van de diag. vlakken, 
de 8 X acht punten zijn echter 
bij de zijvlakken al in rekening 
gebracht; omdat bij zoo’n diag. 
vlak de machtlijn van omgeschre- 
ven cirkel en achtpuntscirkel de 
buitendiag. is, is het vlak der 
buiten-diag. machtvlak van den 
omgeschreven bol en den 48 punts- 
bol. Bij bovenbedoelde draaiïng 
van het oct. veranderen de mid- 
delpunten van die bollen niet van 
plaats, het machtvlak ook niet; 
de straal van den omgeschreven 
bol is standvastig, dus ook die 
van den 48 puntsbol, wat, in ver- 
band met het voorgaande, leert 
dat bij bovenbedoelde draaiing die 
48 punten op denzelfden bol blij- 
ven. 
(Slot volgt). 
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De leerwijze van Eerrari 


VOOR DE 


oplossing der vergelijkingen van den vierden graad, 


N.L. W. A. GRAVELAAR. 
(Deventer.) 


De oplossing der vergelijkingen van den derden graad 
door Scipione del Ferro (&£ 1510; van 1496 —1526 
hoogleeraar in de wiskunde te Bologna) en Nicolo 
Tartaglia (1535; geb. 1500 te Brescia, overl. 1557 te 
Venetië) en die der vergelijkingen van den vierden graad 
door Luigi Ferrari {(d- 1540; geb. 1522 te Bologna 
overl. 1565 te Bologna) vormen de voornaamste ontdek- 
kingen op wiskundig gebied, die de zestiende eeuw te 
boekstaven heeft gehad. 

Verrijkt met de uitkomsten van eigen onderzoek, werden 
Del Ferro-Tartaglia’s en Ferrari's leerwijzen 
wereldkundig gemaakt door Girolamo Cardanvu 
(geb. 1501 te Pavia, overl. 1576 te Rome; van 1584—1559 
hoogleeraar in de wis- en geneeskunde te Milaan) in een 
werk, dat in 1545 te Neurenberg het licht zag onder den 
titel : Artis magna, sive de regulis algebraicis, liber unus. *) 

Alleen Tartaglia heeft omtrent zijn ontdekkingen 
zelf een en ander bekend gemaakt in zijn Quesiti et inven- 
tion diverse, dat voornamelijk over werktuigkunde, o.a. 
over kogelbanen, en over versterkingskunst handelt en in 
1546, een jaar na Cardano’s Ars magna, te Venetië 
verscheen, t.w. de terzinen, waarin hij de regels voor de 
oplossing van vergelijkingen van de drie vormen: 

vtt, tg rens Erg 
in 1589 aan Cardano op diens verzoek had medege- 
deeld, alsmede de aan dezen verstrekte toelichtingen bij 


1) Lat. ars magna — Ital. arte maggiore — groote kunst, t‚w. der algebra, 
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den eersten dier regels, den minst onverstaanbaren van 
de drie, benevens den eed, waarbij Cardano zich tot 
geheimhouding verbond, maar dien hij door de uitgaaf van 
zijn Ars magna brak. *) 

Met voorbijgang van al wat de vergelijkingen van den 
derden graad betreft, stel ik mij voor een overzicht te 
geven van wat Cardano omtrent Ferraris oplossing 
der vergelijkingen van den vierden graad mededeelt, om 
daarna diens zoogenoemde Italiaansche methode toe te pas- 
sen op de algemeene vergelijking: 

dpa dga? drads=0, 
waarbij zal blijken, dat naast de leerwijzen van De scar- 
tes (1637) en Euler (1732) die van Ferrari in ons 
beste leerboek der hoogere algebra niet langer mag ont- 
breken. 


Vóór 15389?) — het juiste jaartal heb ik niet kunnen 
vaststellen — legde Zuanne de Tonini da Coi 
van Brescia (in de Ars magna Joannes Colla’ ge- 
heeten) Cardano een vraagstuk voor, dat hij zelf niet 
kon oplossen, ja, waarvan hij de oplossing voor onmogelijk 
hield. 

Cardano was van een andere meening, maar slaagde 
zelf evenmin als Da Coi, 

Gelukkiger was Cardano's begaafde, nog niet eens 
meerderjarige leerling Ferrari. 

Deze brengt Da Cois vraagstuk: 

Tien in drie gedurig meetkundig evenredige deelen 
te verdeelen, zóó dat het eerste maal het tweede deel 
zes tot product oplevert. *) 

in vergelijking, door het middelste van de drie deelen = 


1) Cardano onthoudt Tartaglia evenwel nergens de eer, die dezen toe- 
komt: vgl. Ars magna, Cap. I, VI & XI; in zijn nagelaten Ars magna arithmetice, 
Cap. XXVIII, noemt hij zelfs de algemeene vergelijking 23 + x — rr, waarvan 
Tartaglia hem in 1539 de oplossing had medegedeeld, de „vergelijking van 
Tartaglia”. 

2) Tartaglia, Quesiti et inventioni diverse, Venetië 1546, Libro nono, Quesito 
XXXI, pp. 1142 — 1171. 

Da Cois vraagstuk luidt aldaar (p. 1151): Fatime de „10. tre parti continue 
proportionale che multiplicata la prima nella feconda facia „8. 

8) Qvasrio V. Exemplum, Fac ex 10. tres partes in continua proportione, ex 
quaram ductu primee in fecundam, producantur 6. Hanc proponebat Joannes Colla, 
& dicebat folui non poffe, ego verò dicebam, eam poffe folui, modum tamen ignora- 
bam, donec Ferrarius eum inuenit. 

Cardano, Opera omnia, IV, p. 295, 
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x te stellen; dan is het eerste deel — 6/x en het derde 
deel == 4 5/6, zoodat : 
6/r Ht Hw */6 — 10, 
dus: xs H6x? + 36 = 60 
moet wezen. 

En deze vergelijking van den vierden graad, waarin x?° 
niet voorkomt, lost hij op, door ze zóó te herleiden, dat 
beide leden tweedemachten worden. 

Om van het eerste lid een tweedemiacht te maken, telt 
hij aan weerskanten van het gelijkteeken 6 z? op; er komt: 

(xm? F6)? =6 4? J 60 z. 

Om vervolgens van het tweede lid een tweedemacht te 
maken, zonder dat het eerste lid ophoudt dit te zijn, ver- 
meerdert hij het grondtal in het eerste lid met y, waar- 
door er bij dit lid: 

2xytl2ydy* 
wordt opgeteld ; met dit zelfde bedrag vermeerdert hij het 
tweede lid, waardoor de vergelijking den vorm: 

{z* Hy H6P=(2y 6)? J 60 Hy? +124) 
aanneemt. 

Zal nu het tweede lid van deze vergelijking een tweede- 
macht worden, dan moet: 

@y 6) W* +124) = 30, 
dus: ys +154? +36 == 450 
wezen, dus: 
y= (2874 + V/ 304994) H- WP (28745 — 804994) — 5. 

Met deze waarde van y kan die van x gevonden worden 
uit de vergelijking : 

zm tydo=vi@y6 rt +604 + (y* +124) } 

30 
Ef Oh Okki neel 


waarvan in de Ars magna wel de coëfficiënten, maar niet 
de wortels bepaald worden. 

Cardano behandelt Ferraris leerwijze in hoofdstuk 
XXXIX van zijn leerboek als een tweeden regel om een 
grootheid door het aannemen van meer dan één onbekende 
te bepalen. *) 


1) CAPVT XXXIX. De Regula qua pluribus pofitionibus inuenimus ignotam 
guantitatem. 

Rreaevra II. Alia eft regula nobilior preecedente, & eft Ludovico de Ferraris, qui 
eam me rogante inuenit, & per eam habemus omnes zeftimationes fermè capitulorum, 
quadr. quadrati & quadrati rerum & numeri, quad, quadrati cubi, quadrati & numeri, 
&c. ta. Pp, p. 293 en p. 204, 
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De vergelijkingen van den vierden graad, die onder dezen 
regel naar aanleiding van de vraagstukken V—XIII, 
veelal onvolledig, worden opgelost, zijn : 

V. zt 464? +836 =60z; 
MON Did 

VII. #4 +67 =64; 

VIII xt 48324? +16 =48 0; 
IX. zt 44rt8=z=10r:; 
RAE ie 

XI. z*—8x =64; 

EEE Ae me mhd A 

XIII. vt +22? =rtl. 

Vergelijkingen zonder bekenden term komen natuurlijk 
niet in aanmerking, omdat ze onmiddellijk tot vergelijkingen 
van lageren graad herleid kunnen worden, door de leden 
te deelen door een zelfde macht van z. 

Rechtstreeks wordt Ferraris leerwijze toegepast: 

a. op de vergelijkingen V, VI, VIII, IX en XII, waarin 
x* ontbreekt, en die herleid worden tot de vormen: 


Vv. {atwt} =(2y6a? +604 Hy? +12); 
VINE TU) AD dU (U2 2); 
VIIL {m? + (y +16)}? =2y a? +48 (Wy? + 32y + 240); 
IX. {ty D= Bd HW + WD); 
XII. (#? Hy? =2yr 12 (y? —3);— 
b. op de vergelijking XI, waarin z?® voorkomt, maar z 
ontbreekt, en die herleid wordt tot den vorm: 

XL (ry? HIjzt 3 H2yr =kyL? +8); 
de bruikbaarheid der herleiding hangt bij Cardano 
waarschijnlijk nauw samen met de omstandigheid, dat de 
bekende term 64 een tweedemacht is. 

Bij de vergelijkingen VIl en XI (2e opl.) wordt opge- 
merkt, dat men ze voor de toepassing van Ferrari's 
leerwijze geschikt kan maken, door er x? uit te verdrijven. 
Om dit doel te bereiken, beschikt Cardano over twee 
„transmutatie’-methoden, die hij in hoofdstuk VII van de 
Ars magna uitvoerig verklaart, uitsluitend evenwel voor 
drietermige vergelijkingen, en die neerkomen op de sub- 
stitutie z — k/y. Inderdaad nemen voor x= 4/y de ver- 
gelijkingen VIl en XI de vormen: 

VIL yt=6y +4; 
XI. y* +83y=4; 
aan, waarin y° ontbreekt. 
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De vergelijkingen VI (2e opl), IX (2e opl), X en XIII 
eindelijk worden herleid tot de onafhankelijk van Ferrari's 
leerwijze op te lossen vormen: 

VL zv? dr—lzsl; 

TX BOR Te Ek k 

EC (AR) MEE zz? + 1 

XII. (@? + 2)? = (xv? di x) +1; 
de vergelijking VI, door na elkander de leden te vermin- 
deren met 1 en te deelen door x + 1. 

Men zal hebben opgemerkt, dat er onder de vergelijkin- 
gen, waarop in de Ars magna Ferrari's leerwijze wordt 
toegepast, geen voorkomen, die x° en x beide bevatten, 
en dat de verdrijving van x?° zich tot drietermige verge- 
lijkingen bepaalt. 

Blijkbaar hebben Ferrari en Cardano niet inge- 
zien, dat de leerwijze, aanvankelijk door Ferrari uit- 
gedacht, om een vergelijking van den vierden graad op 
te lossen, waarin x° niet voorkomt, zonder meer op elke 
vergelijking van den vierden graad kan worden toegepast, 
en evenmin, dat x° uit elke vergelijking van den vierden 
graad verdreven kan worden, evenwel niet door de sub- 
stitutie x == k/y, maar door x =y + k, waarvan Cardano 
zich herhaaldelijk bedient, om uit een vergelijking van 
den derden graad «?% te doen wegvallen. 

De eerste, die Ferrari's leerwijze toepast op verge- 
lijkingen, waarin x? en x voorkomen, zonder vooraf xv? te _ 
verdrijven, was Rafaele Bombelli, wiens naam 
de methode ten onrechte soms draagt; in diens Algebra, 
Bologna 1572, vindt men b.v. de vergelijking : 

Tt +81? H11=68x 
herleid tot den vorm: 
(E2 J-84—y) S(l6 — 24) HEIL (O8 — 8) A (LEEN 
waarvan het tweede lid voor y =6, den wortel van de 
vergelijking y?° + 666 —= 147 y, een tweedemacht wordt. 


Bij de oplossing van Da Cois vraagstuk in de Ars 
magna worden de waarden van x verwaarloosd, die vol- 
doen aan de vergelijking : 

30 


dijk y= Ark 


Dit verschijnsel vindt zijn verklaring in de omstandig- 
heid, dat z, het middelste van de drie deelen, waarin tien 
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verdeeld moet worden, blijkbaar positief wordt bedoeld, 
en positieve wortels bezit de weggelaten vergelijking niet : 
voor een positieve waarde van x toch wordt haar eerste 
lid positief en haar tweede lid negatief, daar : 


y= (2874 Hp 804494) H PW (2874 — 804494) — 5 
positief is, de eenige positieve wortel van de vergelijking : 


ye +154? + 36 y = 450. 

Aan een verzuim hebben we niet te denken, want waar 
Cardano b.v. de vergelijking zt + 4 x + 8 == 10 v, zooals 
we gezien hebben, tot den vorm (x? — 8)? = (2x — 1)? 
herleidt, daar stelt hij, om z te bepalen, x? — 8 niet alleen 
== Jd 4 — Ì, maar ook —= 1 — 24, en vindt voor x de 
twee positieve waarden y/3 +1 en V/5—l. 

Trouwens Cardano toont zich in zijn Ars magna een 
te scherpzinnig wiskunstenaar, om zich aan zulk een ver- 
zuim schuldig te maken. 

Welk een rijkdom aan oorspronkelijke denkbeelden bij 
dezen geleerden Milanees, die voorbeelden bijbrengt van 
vergelijkingen met meer dan twee wortels, waarbij „ware” 
(positieve) en „valsche” (negatieve) worden medegeteld; 
wiens onderscheiding van den aard der wortels bij verge- 
lijkingen van de vormen x° + r =gqgrenm=gqgardr, 
ts dpa? =renv* =paxv' +r, zelfs van ons standpunt be- 
schouwd, nauwelijks iets te wenschen overlaat; die op- 
merkt, dat de drie (bestaanbare) wortels, die een verge- 
lijking van den derden graad kan bezitten, samen den 
coëfficiënt van x? uitmaken, dan zelfs, als x? in de ver- 
gelijking ontbreekt en als er aan veelvoudige wortels moet 
worden gedacht; die vergelijkingen tot bruikbaarder vor- 
men weet te herleiden door middel van de substitutiën 
LL == —y,r==kiyenrx=y dk; den teekenregel van 
Descartes op het spoor komt; zich waagt aan bewer- 
kingen met onbestaanbare waarden; een leerwijze uitdenkt, 
om den wortel van een vergelijking te benaderen; enz. enz. 

En tot deze aanzienlijke hoogte wist zich de algebra, 
de leer der vergelijkingen, in Italië te verheffen ondanks 
het uiterst gebrekkig stelkundig teekenschrift, waarover 
eon Del Ferro, een Tartaglia, een Ferrari en 
een Cardano te beschikken hadden. 

Eenige mededeelingen omtrent dit teekenschrift, omtrent 
de kunsttermen van dien tijd, enz. zullen, vertrouw ik, 
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den lezer niet onwelkom wezen, waarbij ik mij evenwel 
tot Cardano en diens Ars magna zal bepalen. 
Woordverkortingen van afwisselende lengte niet mede- 
gerekend, treft men in de Ars magna alleen de teekens: 
PD, MBE eve 

aan, de beginletters van plus, minus, radix en radix univer: 

salis (een wortel uit een veeltermigen wortelvorm), en 

dit, terwijl in Duitschland de teekens + en — en de 

wortelhaak (p) reeds ingeburgerd waren; b.v. : 

1. 5. Mm. R. 3. (lees: guingue minus radice (quadrata) ex 
tribus) = 5 — WW 3; 

2. |. V. eu B. 7. D. 4. (lees: radi universalis cubica 
radicis ev septem plus gqguattuor) = WW 74); 


8 5 AR 1D: BH — 15). 6 Se 
DM. 15, —= 25 — (— 15) =40; 


25. Mm. Mm. 15. quod eft 40. 


4,2) R. V. cubica 2874 D. R. 804494 D. 
R. V. cubica 2874 Mm. R. 804494 m. 5. 

—= (2874 JV 804494) + PW (2874 — 804494) — 5. 

Een vergelijking noemt Cardano, evenals velen vóór 
hem, capitulum, wegens de aloude gewoonte om elken 
vergelijkingsvorm (waarover straks) in een afzonderlijk . 
hoofdstukje te behandelen; slechts bij uitzondering spreekt 
hij van wquatio. 

Onze zin een vergelijking duidt Cardano afwisselend 
aan met radix, res, positio, onze y met guantitas %), soms 
onder bijvoeging van ignota, quwsita; onze x%, #% #4 5; 
enz. resp. met quadratum (een enkelen keer met census), 
cubus, quadrati quadratum, primum relatum, & Cc. 

De term zonder x wordt nwmerus oequationis genoemd, 
de coëfficiënt van & numerus radicum, rerum, positionum, 
van y numerus gquantitatum, van x? numerus qguadratorum, 
van x?° numerus cuborum, enz. 

Voor ons == schrijft Cardano «gqualis. 

Eindelijk zorgt hij steeds, dat in een vergelijking de 
coëfficiënt der hoogste macht van x één is en dat (op zeld- 


1) t.a.p…, p. 287. 

2) t.a.p…, p. 295. 

8) De z en de y, door mij bij de oplossing van Da Cois vraagstuk gebruikt, 
noemt Cardano resp. positio en positio numeri additi. 
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zame uitzonderingen na) in geen van de leden een aftrek- 
king uitgevoerd behoeft te worden. 

Bers: 

1.*) 1, quadratum eequale 10. rebus jp. 6. 
Wenn 10 ge 68 

2.°) cubus jp. 6. rebus eequalis 20. 

| dewszer ds Je 6 vi 207 

3.°) 1.ecubusp. 15. quadratis D. 36. pofitionibus eequalia 450. 
d.w.z.: 2? +154? +364 == 450; 

4,3) 1. qd. quad. f. 6. quad. f. 36. eequalia 60 pof. 
OENIZE nn Deer Ziet 8660 #5 

5.*) 4, pofitiones jp. 48. eequales 64 quantitatibus. 
OW An de 48 68 3 

6.°) numerus eequalis quadrato & cubo. 
nt 0 

7.8) quad. quad. cum quad. eequalia cub. & numero. 
OA kee Oe dal Orr de, 

De waarde van den wortel van een vergelijking noemt 
Cardano meestal estimatio radicis, rei, positionis, quan- 
titatis, soms cestimatio qucsita, buitendien niet zelden 
cequatio, een enkelen keer solutio ; positieve en negatieve 
wortelwaarden onderscheidt hij als wguationes, solutiones, 
cestimationes rei vere en ficte, false. 

Thans kom ik terug op de onderscheiding van verschil- 
lende vormen bij vergelijkingen van denzelfden graad. 

Zooals men weet, hebben wij de oplossing van de vier- 
kantsvergelijkingen, waaraan onze algebra haar oorsprong 
ontleent, te danken aan de Arabieren, die hun kennis uit 
Grieksche en Indische bronnen hebben geput. 

Zelfs de naam der wetenschap wijst dit uit: onder 
aldzjebr, de herstelling, verstonden de Arabische wis- 
kunstenaars het overbrengen van termen, die afgetrokken 
moeten worden, uit het lid der vergelijking, waarin zij 
voorkomen, naar het andere lid, om te geraken tot ver- 
gelijkingen zonder af te trekken termen. 

Op het voetspoor der Arabieren bleef men in Europa 
tot aan het einde van de zestiende eeuw ongeveer het 


Beta pes pe 230. 
2) t.a.p., p. 250. 
3) t.a.p.…, p. 295. 
4) t.a.p.…, p. 242. 
5) t.a.p…, p. 227. Lees: quadratis. 
6) tap. p. 294. 
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ontbreken van af te trekken termen als een onmisbare 
voorwaarde voor de oplossing van een vergelijking be- 
schouwen en moest men dus vele bijzondere vormen van 
vergelijkingen beschouwen, waar wij met één enkelen 
kunnen volstaan. 

Zoo behandelt Cardano in zijn Ars magna drie ver- 
gelijkingen van den tweeden graad, t. w. 

gt dp apr=t 08. v=pedg; 

die men in dezelfde orde bij Aboe Ábdallah Moham- 
med ben Moesa al-Khowarizmi (+ 820; Bagdad) 
aantreft, wiens Al-dzjebr wa'l-mokabala tot aan het einde 
der middeleeuwen in vertaling, omwerking en uittreksel 
als leerboek der vergelijkingen van den eersten en tweeden 


graad gebruikt werd; — en dertien van den derden 
graad, t.w.: 
(RAE np kf 2. US A 
Eer 0 di Hi PE 
De On ED Re 6. 43 Hami OEE 
te VeadON E 8. ze + grepen 
9. xv + pr =qgrhr; 10,4 SPL 
1. x° + rp dgrs 12. 4 Tg 


18. 25 Hop r=qr 

Eindelijk onderscheidt Cardano zevenentachtig ver- 
gelijkingen van den vierden graad, die hij evenwel zelfs 
niet eens alle opsomt, veel minder oplost. 

Vergelijkingen, waarvan een der leden nul is, komen 
niet in aanmerking, omdat er geen positieve waarden van 
x aan voldoen, en de afgeleide vergelijkingen (capitwla 
deriwvativa), die ontstaan door in oorspronkelijke vergelij- 
kingen (capitula primitiva) x beurtelings te vervangen 
door x? en z°, worden in een afzonderlijk hoofdstuk be- 
handeld, 

Bij de oplossing van de meeste dier vormen begint 
Cardano met de verklaring (demonstratio) veelal aan 
de hand van een voorbeeld en met behulp van een figuur, 
laat er den regel (regula) op volgen, die uitdrukt, wat wij 
door een formule weergeven, licht dien regel met voor- 
beelden (evempla) toe en besluit met toepasselijke vraag- 
stukken (quwstiones). 

Cardano’s regel b.v. voor de oplossing van de „ver- 
gelijking van Tartaglia”, tw. x° + q © = rr, dien 
wij zouden uitdrukken door de formule: 
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T= WWE D HAND} HA WIA D° HEN), 


luidt in de Ars magna aldus: 
REGVLA, 


Deducito tertiam partem numeri rerum ad cubum, cui 
addes quadratum dimidij numeri gequationis, & totius 
accipe radicem, fcilicet quadratam, quam feruabis vnique 
dimidium numeri quod iam in fe duxeras, adiicies, ab altera 
dimidium idem minues habebifgue Binomium cum fua 
Apotome, inde detracta Â. cubica Apotome ex R. cubica 
{ui Binomij, refiduum quod ex hoe relinquitur, eft rei 
eeftimatio. *) 

Ed. w.z.: 

REGEL. 


Verhef het derdedeel van het getal (q) der zaken in 
het kubiek, tel bij de uitkomst het quadraat van de helft 
van het getal (r) der vergelijking op en trek uit de som 
den vierkantswortel; onthoud de uitkomst, tel er den 
eenen keer de helft van het getal der vergelijking, die gij 
reeds met zich zelf vermenigvuldigd hebt, bij op en trek 
er den anderen keer deze helft van af, dan hebt gij een 
binomium en de apotome *), die er bij behoort ; trekt men 
verder den kubiekwortel uit de apotome van dien úit het 
binomium af‚ dan is de rest de waarde van de zaak.] 

En de oplossing van de vergelijking x? +64 == 20 naar 
dezen regel komt er aldus te staan: 

cubus jp. 6. rebus eequalis 20. 


2 20. 
8 10. 
108. 

À. 108. D. 10 
À. 108. Mm. 10 


R. V. cu. R. 108. . 10. 
ú. À. V. cu. À. 108. m. 10. 1) 


1) t.a.p.…, p. 250. 
2) Euelides (+ 300 j. v. Chr.) onderscheidt in zijn Mlementen (10e Bk.) drie 


irrationale grondvormen: de medialen Va. VV) en Vv Wa d Vb), de 
binomialen a + V's, Va +} 5 en Va “Je Vb en de apotomen a — Vs, 
Behe a — ZE later ook recisa geheeten. 


(Slot volgt). 
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t Lheorema van Ptolemeus en de halve 
maantjes van Dippokrates op den bol, 


DOOR 


J.N Visschers, (s-Hertogenbosch. 


IE 


Zij ABCD een bolvierhoek, waarom een cirkel kan be- 
schreven worden, met de zijden AB = a, BC =b, CD =c, 
DA == d en de diagonalen AC=/ en BD = mm. (De lezer 
teekene zelf de figuur.) Nu geldt voor den koordenvierhoek 
ABCD met de zijden AB=a, BOA, OD See 
en de diagonalen AC =àäA en BD =wu de betrekking : 
aytf2==Au. ... (1). Volgens mijn stukje in aflevering 
1, (bladz. 9) heeft men: «? =2r°(1l—cosa) =4r° sin? U, a 
Ol ELN 

Evenzoo £ = 2 r sin !/, by =83rsn (CSusn 
substitutie van deze waarden voor a, 6, y, ò, Aen u in (1) vindt 
men na behoorlijke vereenvoudiging voor den bolvierhoek 
ABCD: 

sin M/, asin \/, ed sin W/, b sin 1/,d =S sin oJ STAR en 

Even als ‘ttheorema van Pythagoras als een bijzonder 
geval van dat van Ptolemeus is te beschouwen, is de be- 
trekking sin? 1/, a + sin? “/,-b == sin? !/a ‚die Gek 
voor een boldriehoek, waarin / C = / A + /, B, als 
een bijzonder geval in (2) begrepen. 


EE 


Voor denzelfden bol of voor gelijke bollen verhouden 
zich de gebogen oppervlakken van bolsegmenten als de 
vierkanten van de halve sinussen der spherische stralen 
van de cirkels, die de grondvlakken begrenzen. (Is 7 de 
straal des bols, 2 de pijl en a de spherische straal van 
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’t bolsegment, dan is ’t gebogen 
oppervlak Aar tl 2m 13 
(l—-cos d)=4 zr r° sin° !/, a.) 
Zij ABC een boldriehoek, 
waant CUE nf AHA) B, 
dan heeft men sin° }/, a + 
Sine D sin Jh CaBeschrijft 
men nu uit de middens der 
zijden a, b en c als polen met 
WAR spherische stralen gelijk aan 

BER |/, a, !/, Db en '/, c halve cir- 
B kels, op a en b naar buiten, 
B op c naar binnen, dan kan 
men deze beschouwen als de 
halve omtrekken der grondvlakken van halve bolsegmenten. 
Maar ’t halve bolsegment op c beschreven is gelijk aan de 
beide andere halve bolsegmenten samen. En dus zijn ook 
de beide halve maanvormige figuren P en Q samen gelijk 
aan den boldriehoek ABC. 


Een bewijs voor het theorema van INenelaüs 


DOOR 


0. BENING, (Den Haag.) 


Onderstelde : De 
transversaal abc (zie 
fig. 1) snijdt de zijden 
van A ABC als volgt: 
ABe ACS: Dren 
het verlengde van BC 
in d. 


ORR DC SA 
Gestelde. TE + 1, 


Bewijs: Trek de lijn Bb, dan heeft men: 
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aB_ opp. ABba bC__ opp. A BDC ze cÂ_ opp. À Abc 
aC” opp. ACbha’bA opp. ABbA cB opp. A chB' 
aB, bC cA_ opp.\Bba opp. ABC opp./\Abc 
ac“ BAS cB  opp.AchB°* opp. ABbA “opp. Cha 
be IC DAEB WD DLP 
The“ Kb THXab 
bewezen is. 


— + ll; waarmee het gestelde 


Een Ellipsconstructie 


DOOR 
J. Z. Van Dijck, 
(Soekaboeml). 


Herhaaldelijk, vooral in teekeningen die op cosmographie 
betrekking hebben, doet zich het volgende vraagstuk voor : 
Cirkel M stelle het hemelgewelf voor, P en Q twee sterren. 

Teeken den grooten cirkel die door P en 

) gaat. Deze groote cirkel zal voorge- 

steld worden door een eliips, gaande 
door de punten P en Q, die M tot mid- 
delpunt heeft en die door den omtrek 
van cirkel M geraakt zal worden. Hier- 
uit volgt dan onmiddellijk, dat de 
groote as van die ellips gelijk zal moe- 

B ten zijn aan de middellijn van den 
Fig. 1. cirkel. Het vraagstuk met behulp 
van analytische meetkunde oplos- 
sende, brengen wij het in dezen vorm: Van een ellips zijn 
gegeven het middelpunt, de lengte van de groote as en twee 
punten van den omtrek. Gevraagd die ellips te construeeren. 

In dezen vorm echter is het vraagstuk niet op te lossen 
voor leerlingen, die met de analytische meetkunde nog niet 
vertrouwd zijn. Hier volgt nu een elementaire oplossing, 
waarbij alleen kennis van de beginselen der beschrijvende 
meetkunde verondersteld wordt. De gevraagde ellips wordt 
hierbij beschouwd als de rechthoekige projectie van een 
cirkel op een plat vlak. 
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Vooraf zullen wij deze vraag oplossen: Ken ellips te con- 
strueeren als gegeven zijn: de groote as in grootte en stand, 
en een punt van den omtrek. Wij lezen nu dit vraagstuk 
als volgt: De projectie te construeeren van een cirkel, als 
gegeven zijn de projectie EF van de middellijn, die evenwijdig 
is met het projectievlak, en de projectie P* van een der punten 
van den omtrek. (Zie fig. 2). Wij denken ons het projectievlak 
gaande door het midden van den cirkel, en dus E F in het 
projectievlak gelegen, dan is het midden M van EF het 
midden van den cirkel. Wij wentelen nu dien cirkel om: 
EF, totdat hij met het projectievlak samenvalt. Het punt P 
van den cirkelomtrek, dat P' tot projectie heeft, beweegt 
zich bij die wenteling langs een baan, die zich volgens de 
lijn P'S | EF projecteert, en komt dus in P. Slaan wij 
nu het vlak, waarin die wenteling heeft plaats gehad (dat 
is een standvlak tusschen het projectievlak en het vlak 
van den cirkel) om PS op het projectievlak neer. P blijft 
dan op denzelfden afstand van s gelegen, en tevens in de 
lijn door P’ | PS getrokken, waaruit volgt dat nu P in 
p‘ komt. Hiermede is de standhoek p tusschen het pro- 
jectievlak en het vlak van den cirkel gevonden. Nemen 


Fig. 2. 


wij nu een willekeurig punt Q op den neergeslagen cirkel 
aan, dan kan op de bekende wijze de daarbij behoorende 


76 


projectie Q' gevonden worden, Door deze constructe te 
herhalen kunnen wij nu zooveel punten van de gevraagde 
projectie (d.i. van de gevraagde ellips) construeeren als 
wij verkiezen. Haar op de punten G en H toepassende, 
verkrijgen wij de uiteinden G' en H’ van de kleine as van 
de gevraagde ellips. Ook het trekken van de raaklijn in een 
willekeurig punt P’ zal geen moeielijkheid opleveren, zoo 
wij die slechts beschouwen als de projectie van de raaklijn 
in het punt P aan den cirkel getrokken. 

Wij komen nu terug op ons eerste vraagstuk en zullen 
trachten, dit tot het zooeven behandelde terug te brengen. 
Hiertoe beschouwen wij fig. 3, waarin W het projectievlak 
voorstelt, MPQ een cirkel, gelegen in een vlak V, en wiens 
middelpunt M in W ligt. De projectie van dien cirkel op 
‚vlak W is dan een ellips, die M tot middelpunt heeft, 
en welken groote as, gelijk aan de middellijn van den cirkel, 
langs de doorsnede AB der vlakken V en W zal vallen. 
Zij nu gegeven in het vlak W het punt M, twee punten 
P' en Q! van die ellips, benevens de straal 7 van den ge- 
projecteerden cirkel, dan wordt gevraagd die projectie te 
voltooien. A MPP’ is nu te construeeren. Daarvan toch 


ET 


Fig. 3. 


zijn bekend MP! MP (=S My ren A BPMT (EN 
kunnen dus PP’ vinden. - Evenzoo is met behulp van 
A MQQ' de lijn QQ’ te construeeren. 

Van het rechthoekige trapezium PP’Q’Q zijn nu bekend 
P/Q' en de evenwijdige zijden. Verlengen wij nu QP en 
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Q'P’ dan zal het snijpunt S van die twee lijnen een punt 
van AB opleveren. Door S met M te verbinden vinden wij 
dan de snĳlijn AB van de vlakken V en W, waarmede 
wij het vraagstuk tot het vorige hebben teruggebracht. 
Figuur 4 geeft, met overeenkomstige letters als in fig. 8, 
de uitvoering van de constructie aan M. is alweder het 
gegeven middelpunt, P’en Q’ zijn de gegeven punten van den 
omtrek. Beschrijf om M met den gegeven straal een cirkel, 
dan is dit de neergeslagen cirkel. De A A MPP* en MQQ’ 
uit fig. 8 zijn nu om de zijden MP’ en MQ’ op het pro: 
jectievlak neergeslagen, waardoor de A A MP’p en MQ’q 
(fig. 4) ontstonden. Hierin geven nu P’p en Q’'q de hoog- 
ten aan, waarop de punten P en Q boven het projectievlak 
zijn gelegen. Trek nu Q'P’, daarna door P‘ en Q’ lijnen lood- 
recht op PQ’, en neem op die lijnen stukken DE Sen 


QQ, Es LTEK P, Qs dan is het trapezium Le Q, eas 
overeenkomstig met het trapezium PQQ'P’ uit fig. 8, 


nadat dit om P’Q’ op het projectievlak is neergewenteld. 
Verleng verder Gr P, en Q'P tot ze elkander in S snijden. 


Fig. 4. 
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Trek SM, dan valt daarlangs de groote as van de gevraagde 
ellips. 

Neem ter weerszijden van M op SM stukken ME en 
MF == r, dan zijn E en F de uiteinden van de groote as. 
Evenals in fig. 2 is nu de standhoek p geconstrueerd tus- 
schen het vlak van den te projecteeren cirkel en het pro- 
jectievlak, en is van een willekeurig punt R van den neer- 
geslagen cirkel de overeenkomstige projectie R’ geconstru- 
eerd. Door deze constructie op de punten G en H toe te 
passen is de kleine as G’H’ gevonden, waarmede de ge- 
vraagde ellips nu volledig bekend is. 

In het bovenstaande is verondersteld dat de gegeven 
punten P’ en Q/ projecties waren van twee punten, die 
aan denzelfden kant van het projectievlak gelegen waren. 
Door ze te beschouwen als projecties van punten, die aan 
verschillenden kant van het projectievlak liggen wordt op 
overeenkomstige wijze een tweede ellips gevonden, die aan 
de vraag voldoet. 


bet zwaartepunt van een trapezium 


DOOR 


Dr. N. QUINT, (Den Haag). 


Als van een trapezium ABCD de evenwijdige zijden AB 
en CD zich verhouden als p : q, dan zal het zwaartepunt 
der figuur samenvallen met dat van massa’s 3p en 8q 
in de zwaartepunten der A A ABD en BCD geplaatst, dus 
ook met dat van 3 massa’s p in A, B, D en vans 
massa’s q in B, C, D. Het zwaartepunt van het trapezium 
is dus dat van massa’s p, wp +q, q en p+q in de punten 
A, B‚=G.aD; 

Op gelijke wijze met dat van massa’s p + q,p, p + gen g 
in de zelfde punten of samenstellende met dat van massa’s 
apdg, 2ptg,pt2genpt2ginA BCD. 

Deze massa’s laten zich vereenigen tot massa’s 2 (2 p 4 q) 
en 2 (p+2q) geplaatst in de middens van AB en CD 
waaruit de plaats van het zwaartepunt onmiddellijk volgt, 
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Over Zwaartepunten 


DOOR 


F.J URES, (Rotterdam). 


1. Het gebruik van scheeve symmetrie. 


Van een aantal figuren en lichamen wordt het zwaarte- 
punt bepaald door gebruik te maken van punten, lijnen 
of vlakken van symmetrie. 

Als een vlakke figuur, bijv. de gebroken lijn ABCD 
(fig. 1) om een punt M van haar vlak 180° gedraaid wordt, 
zoodat het punt A den stand A’ verkrijgt in het verlengde 
van AM, enz, dan vormen ABCD en A’B'C’'D’ samen een 
figuur, welke men symmetrisch noemt ten opzichte van het 
punt M, of korter: centrisch symmetrisch. Het punt M heet 
dan middelpunt van de figuur, of punt van symmetrie. 
Bijv. een parallelogram is symmetrisch ten opzichte van 
het snijpunt der diagonalen, een regelmatige veelhoek met 
een even aantal zijden ten opzichte van het middelpunt 
van den veelhoek, 

Alseen vlakke figuur, bijv. 

de gebroken lijn ABC (fig. 2) 
B gevouwen wordt om een lijn 
| m in haar vlak, zoodat ze 
den stand A’B'C’ verkrijgt, 
dan vormen A/B'C'en ABC 
samen een figuur, die men 
symmetrisch noemt ten op- 
zichte van de lijn m, of korter 
axiaal-symmetrisch. De lijn 
m heet middellijn of as van 
symmetrie. Bijv. een gelijk- 
| beenige driehoek is axiaal 
Fig. 1. symmetrisch ten opzichte 
van de hoogtelijn op de basis, een rechthoek ten opzichte 
van elk der lijnen, die twee overstaande zijden middendoor 
deelen, een cirkel ten opzichte van elke middellijn. 

Een scheefhoekig, ongelijkzijdig parallelogram is echter 
niet axiaal-symmetrisch. 
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Een lijn, die bij een axiaal-symmetrische figuur twee over- 
eenkomstige punten verbindt, staat loodrecht op de mid- 
dellijn. 

Wanneer een oppervlak of een lichaam zoodanig om een 
rechte lijn m gedraa'd wordt, dat elk vlak, dat door die 
lijn gaat, een hoek van 180° doorloopt, dan vormen de 
twee oppervlakken of twee lichamen te samen een opper- 
vlak of een lichaam, dat men symmetrisch noemt ten opzichte 
van de lijn m, of korter avtaal-symmetrisch. 

De lijn m noemt men de as van het gevormde oppervlak 
of van het gevormde lichaam. 

Zoo ontstaat een recht parallelopipedum door draaiing 
van een recht prisma om de lijn die de middens van twee 
evenwijdige zijden van grond-en bovenvlak verbindt, zoodat 
die lijn de as van het parallelopipedum is; de mantel van 
een rechten cirkelcilinder, en de cilinder zelve zijn axiaal- 
symmetrisch ten opzichte van de lijn, die de middelpunten 
van grond- en bovenvlak verbindt. Enz. 

Wanneer uit alle punten van een oppervlak of van een 
lichaam loodlijnen worden neergelaten op een plat vlak, 
en elke loodlijn wordt aan de andere zijde van het vlak 
verlengd met een stuk gelijk aan haarlengte, dan ontstaat 
een nieuw oppervlak of een nieuw lichaam, dat met het 
eerste samen een oppervlak of lichaam vormt, dat men 
symmetrisch noemt ten opzichte van het vlak, of korter plan- 
symmetrisch. Het vlak is het vlak symmetrie, Elk voorwerp 
is met zijn spiegelbeeld plan-symmetrisch. 

ie Ee Ee Bijv. een scheeve cirkel- 
kegel is symmetrisch ten op: 
zichte van een vlak door top 
en middelpunt grondvlak 
loodrecht op het grondvlak 
(ee): 

Een recht parallelopipe- 
dum met scheef hoekig, on- 
lijkzijdig grondvlak is miet 
plan-symmetrisch. 
| | Heeft een lichaam of een 
Fig. 2. oppervlak een vlak van 

symmetrie, dan ligt het 
zwaartepunt daarin. Heeft een lichaam of een oppervlak 
of een vlakke figuur een lijn van symmetrie,dan ligt het 
zwaartepunt daarop. 
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Men kan nu het voorgaande onmiddellijk uitbreiden door 
het begrip in te voeren van scheeve symmetrie. *) 

Als men uit alle punten van een vlakke figuur ABCDE 
(fig. 4) evenwijdige lijnen trekt naar een rechte lijn m in 
het vlak van de figuur, en die lijnen van af het snijpunt 
verlengt en verdubbelt, dan ontstaat een figuur A’B'C'D'E; 
de beide figuren vormen samen een nieuwe figuur, die 
scheef-symmetrisch zal genoemd worden ten opzichte van de 
lijn m, of korter RLS a SE 

Bijv. een parallelo- ms | 
gram is scheefsym- 
metrisch ten op: 
zichte van de lijn, 
die de middens van 
twee overstaande 
zijden verbindt, een 
driehoek ten op- 
zichte van een 
zwaartelijn, een ke- Gn 
gelsnedeten opzichte Fig. 8, 
van een willekeurige 
middellijn. Enz. 

Wanneer men uit alle punten van een oppervlak of 
van een lichaam evenwijdige lijnen trekt naar een plat 
vlak, en die lijnen 'van af het snijpunt verlengt en ver- 

„ dubbelt, dan ont- 
staat een opper- 
vlak of lichaam, 
dat met het eerste 
samen een nieuw 
oppervlak of li- 
chaam vormt, dat 
scheef plan symme- 
vrisch zal genoemd 
worden. 
SN Bijv. een wille- 
Fig. 4. keurig parallelo- 
pipedum is scheef- 
plan-symmetrisch ten opzichte van het vlak dat vier even- 
wijdige ribben middendoordeelt; een willekeurig prisma ten 
opzichte van het vlak, dat de opstaande ribben middendoor- 


1) Het is schr. niet bekend of dit reeds elders gebruikt werd. 
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deelt; een willekeurig viervlak ten opzichte van een vlak door 
een der ribben en het midden der overstaande ribbe; een 
driezijdig prisma ten opzichte van een vlak gaande door 
evenwijdige zwaartelijnen van grond- en bovenvlak. Enz. 

Dat het zwaartepunt van het oppervlak der vlakke figuur 
(of van den inhoud van het lichaam) zal liggen in zulk een 
lijn (of in zulk een vlak) van scheeve symmetrie, blijkt 
onmiddellijk, wanneer men opmerkt, bijv. in de vlakke figuur 
4 met elk deeltje F aan de eene zijde van de as, een even 
groot deeltje F’ aan de andere zijde overeenkomt, zoodat 
men in F en F’ gelijke evenwijdige krachten kan denken, 
evenredig aan de oppervlakken der deeltjes, die hun resul- 
tante steeds zullen hebben aangrijpend op de as. 

Door toepassing van het begrip scheeve symmetrie ver- 
valt het opbouwen van een driehoek, trapezium of paralle- 
logram uit strooken, waarvan men het zwaartepunt onder- 
stelt op een plaats te zijn, waar eerst komt, wanneer men 
de hoogte der strooken oneindig klein neemt, en evenzoo 
het opbouwen van een viervlak uit driezijdige prisma's. 

Daardoor is voor leerlingen een moeielijkheid vermeden ; 
men hoede zich echter toepassing te maken op een figuur 
uit enkele lijnen bestaande. Bij een samenstel van twee 
lijnen AB en BC bijv. mag men de lijnen niet als scheef- 
symmetrisch beschouwen ten opzichte van de mediaan van 
AC in A ABC. Dit blijkt duidelijk, wanneer men de lijnen 
vervangt door smalle strooken van gelijke breedte, en die 
elk in bijv. 100 deelen verdeelt; twee scheef-symmetrisch 
gelegen deelen zijn dan niet even groot. 

Feitelijk treedt bij fig. 4 dezelfde moeielijkheid op, als 
bij de strookenmethode wanneer men deelen van de grens- 
lijnen beschouwt; door te spreken over scheeve symmetrie 
worden echter die grenslijnen buiten den gezichtskring 
gelaten. 

Hoe gevaarlijk het is uitkomsten, die voor oppervlakken 
van vlakke figuren, en voor inhouden van lichamen gelden, 
toe te passen op de begrenzende lijnen of vlakken blijkt 
uit het volgende. 


2. Zwaartepunt van het zijdelingsch oppervlak van 
scheef prisma. 


Men vindt een enkele maal vermeld, dat dit zwaartepunt 
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zou liggen in het midden van de lijn, die de zwaartepunten 
verbindt van de omtrekken van grond- en bovenvlak. 

Voor het bewijs worden vlakken aangebracht evenwijdig 
aan grond- en bovenvlak, en de afgesneden scheeve prima’s 
worden vervangen door rechte; bij een recht prisma ligt 
het zwaartepunt werkelijk op de aangegeven plaats, doch 
het zijdelingsch oppervlak van zulk een recht prisma is 
nimmer gelijk aan dat van het overeenkomstige scheeve, 
ook miet bij de limiet, omdat er altijd cosini van hellings- 
hoeken als factoren blijven optreden. Om duidelijk te zien, 
dat bij een scheef prisma het zwp. miet op de aangegeven 
plaats ligt, denke men (gemakshalve bij een driezijdig 
prisma) een loodrechte doorsnede aangebracht. 

De oppervlakken der zijvlakken zijn evenredig met de 
overeenkomstige zijden van die doorsnede; brengt men 
nu een middendoorsnede aan (dat is een doorsnede even- 
wijdig aan grond- en bovenvlak op de halve hoogte), dan 
moet het zwaartepunt gezocht worden van massa’s in de 
middens der zijden, en evenredig met de overeenkomstige 
zijden van de loodrechte doorsnede. In ’talgemeen valt 
dit niet samen met het zwaartepunt van den omtrek van 
de middendoorsnede. p 


8. Uitbreiding van de regels van Guldin. 


Eerste regel. Als een lijn (recht, gebroken of gebogen) 
wentelt om een in haar vlak gelegen rechte, dan doorloopt 
ze een oppervlak, waarvan de grootte gelijk is aan de lengte 
van de draaiende lijn maal den weg door haar zwaartepunt 
doorloopen. 

Tweede regel. Als een figuur wentelt om een in haar vlak 
gelegen rechte lijn, dan doorloopt het oppervlak van die figuur 
een, lichaam, waarvan de inhoud gelijk is aan het oppervlak 
van de figuwr maal den weg door haar zwaartepunt door- 
loopen. 

Vooreerst dit: 

Gewoonlijk denkt men hierbij de draaiende figuur aan 
ééne zijde van de draaiïïngsas gelegen. De regels gaan echter 
ook door wanneer de as de figuur snijdt, op voorwaarde, 
dat men het oppervlak of den inhoud, door het aan eene 
zijde der as gelegen deel doorloopen, aftrekt van het andere. 
Dit volgt onmiddellijk uit het gewone bewijs van de beide 
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regels. Wanneer dus een cirkel draait om een middellijn 
dan vindt men zoowel doorloopen oppervlak als doorloopen 
inhoud „ul. 

Toepassing: Het deel ABCD van een cirkelsector MAB 
(M middelpunt) draait om een as CD, welke straal AM in D 
loodrecht middendoordeelt. Gevr. de doorloopen inhoud. 

Oplossing: Bepaal zwaartepunt sector en den afstand 
ervan tot CD. Pas den 2en regel toe, dan vindt men den 
inhoud door ABCD doorloopen, verminderd met den inhoud 
door MDC beschreven, dat is dus den inhoud welke ABC 
beschrijft. Daarbij behoeft slechts kegel ACM te worden 
opgeteld. (Zie vraagstuk 69 zwaartepunten, Scheltema, 
Verzameling van werktuigk. vraagst., 2e druk, bl. 77.) 

Wanneer de figuur ABODEF Ee dubbel parallelogram 

SE B fig.5) wentelt om de 
S as GH, dan kan men 
IKL symmetrisch tee- 
kenen met BCD ten 
opzichte van GH, en 
8 de figuur AIKLEF la- 
8 ten wentelen. 
B Bij berekening van 

B inhouden of opper- 
vlakken kan deze be- 
schouwing ite vereenvoudiging geven ; bij bepaling 
door teekenen (graphostatisch) is ze in de meeste gevallen 
beslist van voordeel. 


De regels van Guldin zijn uittebreiden als volgt: 

le. Als een figuur niet een volle omwenteling volbrengt, 
dan gelden beide regels, mits men bij het oppervlak niet 
de eindvlakken mederekent. 

2e. Als de figuur eerst een kleinen hoek draait om een 
as [; daarna een kleinen hoek om een as II, dan om een as 
III, enz, alle assen evenwijdig zijnde, dan gelden ook 
beide regels. Zijn alle draaiïïingshoeken oneindig klein, dan 
is de lijn door het zwaartepunt doorloopen een willekeu- 
rige kromme, waaruit volgt dat beide regels algemeen 
gelden. 

Zij gaan dus door ook als het zwaartepunt een rechte lijn 
doorloopt, en dus een willekeurig prisma of een willekeurige 
cilinder gevormd wordt. 

se. Tegelijkertijd met de draaiing om de as kan de 
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figuur ook een verschuiving ondergaan in de richting van 
de as. Men denke zich bijv. een schroefdraad, welke ont- 
staan is door wenteling van een vierkant over een hoek 
van 860°. 

Stelt men zich voor, dat het vierkant telkens een kleinen 
hoek draait, en dan verschuift, dan verkrijgt men een 
aantal sectorvormige schijfjes. Verplaatst men al die 
schijfjes in de richtiog van de as, zoodat hun grondvlakken 
in éen vlak komen, dan vormen ze samen een ring, die 
evengrooten inhoud heeft als de schroefdraad. 

Dit geldt ook, wanneer de verschuiving telkens wille- 
keurig is, (met evenredig met den draaiïngshoek, zooals 
bij den schroefdraad). 

De tweede regel wordt dus nu: 

Als een figuur wentelt om een in haar vlak gelegen rechte 
lijn, en tegelijkertijd verschuift in de richting van die lijn, 
dan doorloopt het oppervlak van de figwur een lichaam, 
waarvan de inhoud gelijk is aan het oppervlak van de figuur 
maal de projectie vun den door het zwpt. doorloopen weg op 
een vlak loodrecht op de rechte lijn. 

De regel gaat in dezen vorm ook ook door als slechts 
een gedeelte van een omwenteling wordt volbracht, en 
ook als de draaiingsas van plaats verandert. 

Voorbeeld : wrong van een trapleuning. 

Er moet om gedacht worden, dat de eerste regel niet 
doorgaat, omdat ook weer hellingshoeken een rol gaan 
spelen (duidelijk bij den schroefdraad te zien). 

4e, Wanneer men de figuur gelijktijdig met de draaiing 
om as l, ook nog een draaiing geeft om een as Il door 
haar zwpt. en loodrecht op haar vlak, dan blijft de tweede 
regel. nog doorgaan. Want draaiing van een vlakke figuur 
om haar zwaartepunt heeft geen invloed op de grootte 
_ van den doorloopen inhoud. 

De as l kan hierbij nog verplaatst worden, en de figuur 
kan een verschuiving ondergaan in de richting van as l, 
zoodat een gewrongen schroefvormig lichaam ontstaat, 
waarvan de inhoud zonder moeite kan worden bepaald. 

5e. Draait men een figuur om een as Il in haar vlak 
over een kleinen hoek; laat men dan de as in het vlak, 
waarin de figuur zich na de draaiing bevindt, draaien over 
een kleinen hoek naar een stand II; laat men dan de 
figuur over een kleinen hoek draaien om de as II; daarna 
de as draaien naar een stand III enz, dan verkrijgt men 
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voor den weg van het zwaartepunt een geheel willekeurige 
kromme lijn, waarop het vlak van de figuur in en stand 
loodrecht staat. 

De tweede regel van Guldin is dan ook nog van toe- 
passing ; en eveneens is dit het geval, wanneer men boven- 
dien de beschrijvende figuur laat draaien om een as door 
haar zwaartepunt loodrecht op haar vlak, (Zie sub 4e). 

6e. Denkt men een lichaam, ontstaan door draaiing om 
een vaste as gesneden door een willekeurig plat of ge- 
bogen vlak A, en dit vlak om de as gedraaid naar een 
stand B over een hoek «, dan is OP en inhoud 


van het tusschen A en B gelegen deel van het ge- 


560 
heele oppervlak en den geheelen inhoud. Dus: 

Als een willekeurige al of miet vlakke figuur wentelt om 
een willekeurige lijn, dan doorloopt ze een oppervlak (inhoud), 
waarvan de grootte gelijk is aan de lengte (het oppervlak) 
van de loodrechte doorsnede maal dat deel van den cirkel 
door het zwpt. van de loodrechte doorsnede doorloopen, dat 
inligt tusschen begin en eindvlak, 

wanneer onder loodrechte doorsnede verstaan wordt een 
vlakke doorsnede van den ring door de draaïingsas gaande. 

Dit geldt ook als de draaïingsas in het oneindige ligt; 
dan verkrijgt men: 

Het oppervlak (De inhoud) van een willekeurig prisma of 
willekeurigen cilinder is gelijk aan omtrek (oppervlak) loodrechte 
doorsnede maal de opstaande ribbe of beschrijvende lijn. 


Een niet-continue kromme lijn en een niet- 
continu oppervlak 


DOOR 


F, J. VAES, (Rotterdam) 


De kromme lijn y == «log. x levert niets bijzonders op, 
wanneer men het grondtal a positief en niet gelijk 1 of 
O0 neemt, doch zeer eigenaardig wordt de toestand, wanneer 
men a negatief neemt, bijv. — 3. 
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Immers dan hebben de getallen die oneven machten van 
3 zijn, dus + 321 geen logarithme, de getallen + 32 wel ; 
evenzoo de getallen — 32 geen, de getallen — 32%+l wel. 


Vat men (— 3) Tr op als P/(-3)°, dan is + de loga- 


rithme van een negatief getal; evenzoo is +? de logarithme 
van een positief getal, doch met +4 is dit niet het geval. 


Immers (—3) Hb js dan complex. Zoo is ook (—3)0.14, op- 


100 
gevat als V/(—3)'* reëel (positief), doch (— 3)0-13 complex, 
en (—3)0-48 negatief. 

Voor een aantal punten op de positieve x-as kan men 
een waarde van y aangeven, en men verkrijgt dan punten 
van de logarithmische lijn voor a = + 3. Die punten 
vormen echter geen doorloopende lijn. Een aantal van de 
ontbrekende punten vindt men bij negatieve waarden van 
x; links van de y-as kan men dus ook een log. lijn tee- 
kenen, die discontinu is. 

Om complexe grootheden aantegeven kan men (volgens 
de gewone voorstelling) de reëele gedeelten afzetten langs 
de x-as, en de imaginaire loodrecht daarop, doch niet in 
de richting van de y-as, maar loodrecht op vlak XOY. 
Men verkrijgt dus punten in een vlak XO0Z loodrecht op 
het vlak van teekening, waarin loodlijnen moeten worden 
getrokken ter lengte van de log. 


Voor (==-3) LS of 3 WP St windt men tien waarden ; 


11 
men verkrijgt die waarden door de lengte # = 3*® een 
habkevan 189 Jen XX 36% == 152 9) om de yas te 
doen draaien. 

Wanneer men dus alle loodlijnen, die in punten van het 
y-vlak zijn opgericht, en de loodlijnen, bij de negatieve 
waarden van x behoorende, om de y-as laat draaien tot- 
dat de voetpunten komen op de positieve z-as, dan vormen 
de eindpunten juist de log. lijn voor basis + 8. 

Wanneer men — 83 verheft tot machten, waarvan de 
exponent een breuk is met noemer 10, dan verkrijgt men 
een oneindig aantal punten met argument 18°, d.w.z. in 
een vlak dat door de y-as gaat en een hoek van 18° 
maakt met vlak XOY ligt ook een discontinue lijn. 

Lijnen, die op volkomen dezelfde wijze samengesteld 
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zijn, liggen in vlakken, die hoeken van 18° + n x 36° 
(nd B stes) Mmakennmensvlakm Od 

Daar men alle geheele getallen als noemer van den 
exponent kan nemen, verkrijgt men een oneindig aantal 
zulke vlakken. 

Al die lijnen vormen een discontinu omwentelingsopper- 
vlak, dat dus geen analytische vergelijking heeft. 

Bij dergelijke lijnen of oppervlakken moet voor raaklijn 
of raakvlak een nieuwe definitie worden opgesteld. In dit 
geval zou men raaklijn of raakvlak in een punt van de 
lijn of van het oppervlak kunnen noemen, de lijn of het 
vlak, die of dat samenvalt met de raaklijn of het raakvlak 
in het overeenkomstige punt van de kromme met basis 
+8, of van het omwentelingsoppervlak door laatstgenoemde 
lijn beschreven. 


Op het zevende Ned. Natuur- en Geneeskundig Congres te Haarlem (1899), 
toonde schr. een ander niet-continu oppervlak, dat op geheel andere wijze verkregen 
was, en dat evenmin een analytische vergelijking heeft. 


Fen bewijg voor de formule : 


cos A —= — cos B cos C —+ sin B sin C cos a. 
DOOR 


0. BENING, (Den Haag.) 


Bekend is de formule: 


cot a sin b == cot A sin C-+-c0S8:D coS Gr oe GR 
Hieruit volgt: 
cot A sin C 
COL AES erin TOS EEE 
Op dezelfde wijze vindt men: 
Gotop OE CP RN, ones elk TAU 


sin q 
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Deze waarde voor cot b in formule (2) gesubstitueerd, geeft : 
Dn Ze - C ie cot B - 5 cos C RPT OC 
cot A sinC cot B sin C cos C 
sin b sin d 
GÓL A sin Ce cot B: sin,C cos.6 
sin d sin d. 
Got. !À cot B cos C 
sin b 15 sin a 
3 4 coSA sin'B cos B’ co8C 
cot a sin B sin C = Dante veenmnnsne 
sin A sin b sin d. 


of cot a (1— cos? C)= 
BOEI Cr 


BORRE SIe G 


EE EE heeft men: 


Daar — n À 
_sin db sin a 


k 4 cos À cos B cos C 
cot a sin Bsin.C === ee 


sin a sin d. 
Beide leden met sin a vermenigvuldigende : 
cos ad sin B sin C-== cos A +- cos. B cos C 
of cos A = — cos B cos C + sin B sin C cos a, waarmee 


de formule bewezen is. 


Een bewijs voor de formule 
cos (a — b) = cos a cos b + sin a sin b. 
DOOR 


O. BENING, (Den Haag). 


Zij in nevenstaande figuur: 
ME a ee MD 
dus 
/ CMA = (a—b). Verder 
GAO mmh AMK err OD ad AEN 
AMS =Snhaem AB MOD. 

In A CMA heeft men: 
ke == CM? + AM? — 2 CM. 
AM cos / CMA. 
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ks == RA Rios (ab) == AR (1 —cos (ab) … (1). 


In den rechthoekigen A CBA heeft men: 
k° = CB? + AB° == (CD—BD)® + (DM + ME). 
of k?= (Rsina— Rsin b)? +(Reosb — R eos ad)’ ; waar- 
uit men na eenige herleiding vindt: 


Amt VE (1 — (cosa cos b + sina sind) Jen (2). 


Uit vgl. (1) en (2) volgt nu: 

cos (a—b) == cos a cos b + sin a sin b. 
Geheel op analoge wijze vindt men: 

COS (a4b) == cos a cos b — sin a sin b. 


Hen eenvoudige Proef, *) 


DOOR 


Wte 5 TOER, 
(Rotterdam). 


Uit de kenmerken van deelbaarheid van getallen door 
9 en 11 worden gemakkelijk proef-methode’s afgeleid, die 
in veel gevallen in staat zullen stellen de aanwezigheid 
van fouten in groote becijferingen zonder veel moeite te 
doen opmerken. Meestal wordt echter zeer weinig aandacht. 
besteed aan het feit, dat dezelfde methoden ook bij alge- 
braische berekeningen met geringe wijzigingen toepasbaar 
zouden zijn, en behalve voor het opsporen van fouten, ook 
somtijds tot het verkrijgen van zeer eenvoudige uitkomsten 
konden worden benut. 


*) Voor het afdrukken van dit stukje werd ik door de redactie opmerkzaam 
gemaakt, op Jacob de Gelder’s Wiskundige Lessen, Tweede cursus (pag. 103 en 
volgende), waar over eenige der hier behandelde eigenschappen wordt gehandeld. - 
Het bepalen van de geheele getallen, die voldoen als wortels van een hoogere 
machtsvergelijking door ontbinding in factoren van getallen werd — zooals daarin 
is aangegeven, — reeds door Newton voorgedragen. De redactie vond echter geen 
aanleiding het stuk terzijde te leggen. Walks 
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Volstaat men niet met een beschouwing van zeer een- 
voudige veeltermen, dan is men natuurlijk verplicht tot 
het leveren van een bewijs, dat hier volgt in enkele stel- 
lingen. Onder coefficiënten worden hier cijfer-coefficiënten 
verstaan, hoewel de bewijzen ook in geval letter-coefficiënten 
worden toegelaten, geen andere uitkomsten geven zullen. 

Telt men in eenige veeltermen de coefficiënten tezamen, dan 
is de som der getallen die zoo verkregen zijn, gelijk aan de 
som der coefficiënten in den veelterm, die ontstaat, wanneer 
de eerste worden tezamen gevoegd. 

Waar in beide gevallen berekend wordt de totale som 
van de coefficiënten in de gegeven veeltermen, en de volg- 
orde van optelling van geen invloed is op de grootte van 
die som, kunnen de beide uitkomsten geen verschillen 
aanwijzen. 

Het verschil van de sommen der coefficiënten in twee veel- 
termen is gelijk aan de som van de coefficiënten in het ver- 
schil dier veeltermen. 

De coefficiënten in het verschil ontstaan door de aftrek- 
king van de coefficiënten uit den aftrekker van die uit het 
aftrektal ; ook kan men de aftrekking als een optelling 
beschouwen na de teekens in den aftrekker te hebben 
omgekeerd. 

Het product van de sommen der coefficiënten in twee veel- 
termen is de som van de coefficiënten in het product dier 
veeltermen. 

Voert men de vermenigvuldiging op de gewone wijze 
uit, dan bevat de le rij de coefficiënten van den eersten 
veelterm vermenigvuldigd met de eerste coefficiënt van den 
tweeden, de 2e rij bevat de coefficiënten van den eersten 
veelterm vermenigvuldigd met de tweede coefficiënt van 
den tweeden enz. Achtereenvolgens ziet men de verschil 
lende termen ontstaan van het product van de sommen 
dier coefficiënten en dus ook dat product zelf. 

Bij een deeling zonder rest is de som van de coefficiënten 
in het quotiënt gelijk aan het quotiënt van de sommen der 
coefficiënten in deeltal en deeler. 

Blijft bij deeling een rest dan is de som van de coefficiënten 
in het quotiënt gelijk aan het verschil van de sommen der 
coefficiënten in deeltal en rest gedeeld door de som van de 
coefficiënten in den deeler. 

Vermindert men het deeltal met de rest dan verkrijgt 
men een opgaande deeling, welke op haar beurt als een 
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vermenigvuldiging van deeler en quotiënt te beschouwen is. 
Deze stellingen worden dan een direct gevolg van de 
voorgaande. 


Een eigenaardig verschil tusschen deze proef en de 
9-proef is het volgende. De 9-proef leert slechts, dat de 
som van een rij cijfers een 9-voud is vermeerderd met een 
bepaald getal; hier kent men van die som de preciese 
waarde. 

Past men deze opmerkingen op een voorbeeld toe, dan 
heeft men: 


(—3at5b— c) som der coefficiënten 


Er: 
J( 2a-4bH8) „ » , +4 
ber at b + 50) » ” »” 0 
Ee (el De ©) » » )) ze 
( 8 a — 8 b + 6c) ” ” ” HE 11 
DAM dad De €) ” ” ” zn 2 
(16 a +2abt4ac 
RGD be) 2 J- 22 
NAE O0) Dj) » » pe? 
geeft als quotiënt: 
(16a—l4b—130) „ 5 kt 


geeft als rest: 
(11 b° +35 bed-6ec®) som der coefficiënten + 52 


Had men ook letter-coefficiënten toegelaten dan wijzigt 
zich de kwestie niet. 


SGD be Hc? —4b-3e 42) +ar(-6beH3c Hb 
—2C—5) + a (—5b—2be—8Cc —2bHe—8) + 
(7 bede? H3b 2e 7) 

en 
—4b?Hbet2bH-3e—1l) Hat (4be—Ber—b Het) 
a(2b° —4be—e? —2b—5eH2)H(8b2-3be tbe 
Sb 3c— 6) 

geeft te zamen: 

as (2D? H4beH2ec? Ab HD Har (—-2be—e—1l) + 

al—3b—6be— Ie? —4b—4e—lH(3b? +4bed 
Oct +6bH5et1). 
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Verminderd met 

a® (2 be H 4bet2e? —2b) + a? (be He? +b—2) + a 
(9 Lb + 3c?) +(—10b?—4be? —8C° Hb H2). 

geeft dit | 

a Ha? (—b?—2be—e? —b—etl)Hal—12b?—6 be 
—_ 12e? —4b—4e—1l) +(1386? H8bet17C? +5b+H 
oc—l). 
Vermenigvuldigt men het verschil met a + (b Jc) dan 

is het product 

at Has (—b?—2be—ec? +1) Har (—bt—3bte— be? 
—C —186? —8bc—18c? —3b—3c—-1l) Ha(—-12 5 
— 18 b? ce — 18 bc? — 12 Ct + 9 b? +183 H4bH 
4c—1l) +(18b? +21 b?et-2B5be +17 +5bH1Obe 
5 Cc? —b— 0). 
Deelt men nu door 


at 1 
dan is het quotiënt 
as + a?(—b?—2be ec) Hal—bt—3bte be? — Ce? 
—_1265? —6bce—12c? —3b—3c—1l) H(—11b?—15 b?e 
—_ 15 be? —1le? +215? +6bet 25e? H7bH7 0) 
en de rest 
24 DSH 36 D? CH 40 be? H28C?—16b*H4be—20e?—8b—8C. 


De sommen der coefficiënten zijn : 


in de le veelterm: be H2betet Abel 
in de 2e A he} Dr 2bete? HAbH2e—l 
in de som: nd +2 c? 

in den aftrekker : 2D? — 2c? 

in het verschil: 4 c? 

in den vermenigvuldiger : bd etl 
in het product: 43 H4be? +4? 

in den deeler : 2 
in het quotiënt: — 125% —18b?c—18bc? —12c* 


H-8b?—2bet12e? +4bH4e 
in de rest: 2453 +36 b? cd 40bc? +28c? — 16 b? 
| H4be—20e? —8b—8c. 


Wil men zich intusschen, zooals boven gedaan is, de, 
veeltermen voorstellen als gerangschikt naar de afdalende 
machten van een onbekende, en letter-coefficiënten toelaten 
dan kunnen nog enkele stellingen onder bepaalde voorop- 
stellingen aan de boven gegevene worden toegevoegd. 
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Verstaat men onder de coefficiënt van een term in een 
veelterm gerangschikt naar de afdalende machten van een 
onbekende dien term gedeeld door de onbekende tot de 
macht, waartoe ze in dien term voorkomt, — zoodat bijv. 
(a + by + cy?) de coefficiënt wordt van (a + by + cy?) X° 
in een term eener veelterm gerangschikt naar de machten 
van X — dan gelden de volgende stellingen : 

In de som van twee veeltermen is de som van de coefficiënten 
der even machten verminderd met de som van de coefficiënten 
der oneven machten gelijk aan de som van de overeenkomstige 
verschillen in elk van deze. 

De coefficiënten van de even en de oneven machten van 
de som zijn gelijk aan de sommen van de coefficiënten van 
de overeenkomstige machten in elk van de op te tellen 
veeltermen. De volgorde van de optelling en aftrekking is 
van geen invloed op de uitkomst. | 

Het verschil van de sommen der coefficiënten van de even 
en oneven machten in het verschil van twee veeltermen, is gelijk 
aan het verschil van de overeenkomstige verschillen in elk 
van deze, | 

Elke coefficiënt in het verschil dier veeltermen is het 
verschil van de coefficiënten der overeenkomstige termen in 
aftrektal en aftrekker. 

Bepaalt men de waarden in vermenigvuldigtal, vermenig- 
vuldiger en product van het verschil van de sommen der 
coefficiënten van de even en oneven machten, dan is deze waarde 
in het product gelijk aan het product van die in vermenig- 
vuldiger en vermenigvuldigtal. 

Ontstaan de absolute waarden der. verschillende termen 
van het product evenals boven, wanneer men de vermenig- 
vuldiging uitvoert, de overweging, dat de even machten 
alleen ontstaan uit de vermenigvuldiging van twee even 
of oneven machten uit vermenigvuldigtal en vermenigvul- 
diger en oneven machten alleen uit de vermenigvuldiging 
van even met oneven machten stelt tot een volledig bewijs 
in staat. : 

Het teeken in de uitkomst blijft toch onveranderd, waar 
noch in vermenigvuldigtal noch in vermenigvuldiger, of 
in beide het teeken gewijzigd wordt; het teeken wordt 
omgekeerd, waar het slechts in een van beide was veranderd. 

Neemt men bij een deeling de verschillen van de sommen 
van de coefficiënten der even en derloneven machten in deeltal, 
deeler, quotient en rest, dan is het product van de zoo ver- 
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kregen waarden in deeler en quotient gelijk aan het verschil 
van die in deeltal en rest. 

Vermindert men het deeltal met de rest, dan gaat de 
deeling over in een opgaande deeling. Een opgaande deeling 
is te beschouwen als een vermenigvuldiging van deeler en 
quotient met het deeltal als product, 


Past men ook deze stellingen op een voorbeeld toe dan 
verkrijgt men het volgende: 


(OX*H 4 X? +2 X F1) Het verschil is — 6 


+ (8 Xf —7X—3X? LH X +9) 4 + „ +20 
(B X*H2XI LH XP H3X H- 10) hà jn „+14 
in ( SH JAN HJ I) » » » 0 
B Xt F2 XS —7 XL XH9) à he, 
Dr ZE X A7 2) )) » a 

(B XEH-10 XE HI Xt 4 X3 6 X? 
7 X 4 18) etn DK 
E22 XFX 4) )) ” rt 

geeft als quotiënt: 

(8 X%—6 X?— X — 16) 5 e „—29 
geeft als rest: eN 
(53 X° 4 59 X + 82) 7 5 nat LO 


Bij het voorkomen van groote getallen-coefficiënten kan 
het aanbeveling verdienen nog te vereenvoudigen en zich 
te bepalen tot een 9- of 11-proef. 

Bewijs voor de boven gegeven stellingen volgt ook x 
gelijk + of — 1 stellende in een veelterm van de vorm 


ken mnd. + B vnd + enz. 


Behalve een methode ter opsporing van fouten, waarop 
boven gewezen is, levert bovenstaande soms een gemak- 
kelijk overzicht van eigenschappen van veeltermen. 


A. Bij de ontbinding in factoren met enkel geheele 
coefficiënten in de verschillende termen zijn zulke 
uitgesloten, waarin de som van de coefficiënten niet 
een deeler is van de som van de coefficiënten in den 
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oorspronkelijken veelterm, of het verschil van de 
sommen der coefficiënten van de even en oneven 
machten niet een deeler van het overeenkomstig 


verschil. Hierbij wordt 1 toegelaten als een deeler 


voor elk getal. 
Men weet dus, dat _ 


HI, 
deelbaar kan zijn door 

tn 
en ondeelbaar is door 

(X ne 15 


S= Zen Va 
Sed On AV 
=O en Vn 


Met S wordt aangegeven de som van coefficiënten met 
V het verschil van de sommen der coefficiënten van de 


even en de oneven machten. 


Evenzoo weet men dat 


Xt F6 XE 31 XK? 106 XF-120 0, S= ZOEN 


deelbaar kan zijn door 
Xx +2 3 
X +3 N 
en X + 5 3 
en ondeelbaar is door 
X +1 p 
X +4 : 
+ 6 


)) 


www 
II 


OO B UO 


ww 
INL 


IO DO 


en X 
enz. enz. 


À Nemi: 
VAD 
Á Vissa 
< kk) 
4 Ve 

VS 


In enkele weinige gevallen kan een ontbinding zoo als 


van zelf zijn aangewezen. 


B. Uit een veelterm zal verder geen nde machtwortel 


te trekken zijn of met andere woorden men kan een 
veelterm niet beschouwen als de nde macht van een 
anderen veelterm met geheele coeffciënten, tenzij de 
som van de coefficiënten en het verschil van de 
sommen der coefficienten van de even en oneven 
machten „de machten zijn van een geheel getal. 


Men weet dus, dat 


4 O—12X?49XY, S= 1 en V—=25 
en (4m? —12my 9 ij), S=(tm?—12 m9) 
en V = (4m? + 12 m + 9) 
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kwadraten kunnen zijn, terwijl 
XELSXERIKEHIEKSH IX? BXA 1=0, 
dee el 
geen vierkant zijn kan. 
Wel een vierkant kan zijn 
Xe H4X5 + 10 X*H20XF 425 X° +24 X +16, waarin 
Gest OO Ten Var  Á 


C. Bij het bepalen van den GGD en het KGV van veel- 
termen geeft de bepaling van de sommen van de 
coefficiënten of van de verschillen van de sommen 
der coefficiënten van de even en oneven machten 
geen voordeel. 

De som van de coefficiënten, zoowel als het verschil 
van de sommen der coefficienten van de even en de 
oneven machten kan in twee veeltermen gelijk zijn 
zonder dat die beide veeltermen dezelfde worden, 

Beschouwt men dus de veeltermen als gedurige 
producten van hunne eenvoudigste factoren dan volgt, 
dat de som van de coefficiënten, zoowel als het ver- 
schil van de sommen der coefficiënten der even en 
oneven machten in den GGD gelijk is of enkele ge- 
heele malen kleiner dan de GGD van de overeen. 
komstige sommen en verschillen in de gegeven veel- 
termen en deze som of dit verschil in het KGV gelijk 
is of enkele malen grooter dan het KGV van de 
overeenkomstige sommen of verschillen. 

Ook mag worden opgemerkt, dat twee veeltermen 
een G.G.D. kunnen hebben, wanneer de sommen van 
de coefficiënten en de verschillen van de sommen der 
coefficiënten van de even en oneven machten er geen 
hebben, omdat deze som of dit verschil in de G.G.D. 
gelijk kan worden aan + of — 1. 


D. De bovengenoemde stellingen geven ook door een- 
voudige ontbinding in factoren gemakkelijk de geheele 
wortels van hoogere machts-vergelijkingen. 


Is de bekende term in een hoogere machts-vergelijking een 
ondeelbaar getal dan kunnen, behalve + 1 en + dat ondeel- 
bare getal geen geheele wortels aan de vergelijking voldoen. 

Is die bekende term O dan voldoet z = o als wortel. 

Waar de bekende term het gedurig product van de 
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wortels is, volgen deze stellingen van zelf. Evenzoo echter 
geldt. | 

Is in zoo'n vergelijking de som van de coefficiënten een 
ondeelbaar getal v dan kunnen behalve + 2 (en 0) en £ v 
J- 1 geen geheele wortels voorkomen. 

Js die som 0 dan voldoet x = 1 als wortel. 

Is de vergelijking ontbonden in eerste machts-factoren, 
dan kunnen waar die factoren geheele coefficiënten bezitten, 
alleen de deelers van de som der coefficiënten als som der 
coefficiënten van zoo’n factor voorkomen. 

In het eerste geval heeft men dus, wanneer de verge- 
lijking geheele wortels bezit. 


1__—-p=tl „of l—_—p=tv 
waaruit volgt (p is de wortel) 


Vr ON de en pms dels 
In het tweede geval heeft men in minstens 1 factor 
LD ad 
of gok 


Is in zoo'n vergelijking het verschil van de sommen der 
coefficiënten een ondeelbaar getal v dan kunnen alleen — 2 (of 0) 
en — 1 + v als geheele wortels voldoen. 

Is bedoeld verschil 0 dan is — 1 een wortel. 

Is de vergelijking weer ontbonden in eerste machtsfac- 
toren dan volgt zoo geheele wortels voorkomen het gelijk 
worden van het verschil van de coefficiënten in zoo’n 
factor aan 1 ,v of 0, 

In het eerste geval heeft men dus 

1 + pz=tli of 1 p=Ev 
waaruit volgt: 


p= — 2 (of o) of Dr EE 
In het tweede geval heeft men in minstens 1 dier factoren : 
1 4 p= 0 
of pz=—-l 


Geeft geen dezer regels een beperking van het aantal 
geheele wortels, dan kan een ontbinding in factoren soms 
zeer eenvoudige resultaten geven. 

Bekend is dat de wortel p een factor is van den bekenden 
term, l—p een factor van S en 1 + p een factor van V. 
Toegepast op een voorbeeld geeft dit als volgt een oplossing. 
XS F- 6X*H 3XS— 46 X2— 108 X — 72 —=0, 

S= 16, 
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Men heeft nu 
+ (p + 1) is een factor van 8 en dus 


sn 7 nn » RLC „ 


2, 4of 8 
der 

6, 18 

2, 36 

4 of 72 

Sr DZ 
6, 18, 54 
mtr 108 

‚ 24, 72 of 216 


E (p al) D)) » » » 216 D)) b) 


Onder deze waarden voldoen alleen: 


te bin it dh ile 14 
— p end) — D mes fs + Pp en bj 
—(p-)=z=8 —p-lzet ple 2 


die bij de substitie in de gegeven vergelijking blijken mo- 
gelijk te zijn. 

De geheele wortels zijn, zooals dan blijkt, +3 , — 3 
en een drievoudige wortel — 2. 

Neemt men echter de vergelijking 
Xt F6 XS 31 2 H106 XF 120=0, S= 264en V=40 
dan krijgt men evenzoo 


+ (p +-1) is een factor van 40 en dus 1, 2, 4, 8 
5, 10, 20 of 40 

+ Pp x | Dj »” 120 ” » 5 2, 4 8 
Bier tl Ben 24 

5, 10, 20, 40 

15, 30, 60, "120 

+ (p— 1) » » »” » 264 l 2, 4, 8 
Ha Oe 124 


11 22, 44, 88 
83, 66, 132, 264 
Onder deze waarden voldoen alleen: 


— (Pp Fi) == (p= 2 glt 
nin EB Oe Sn — 
(pes —(p-lz=t — (p= 
Fwtij=s + tlD=4 
me! + p maj 


Ee + (p—l)=2 
Bij substitutie nu blijkt dat — 2 en — 3 wortels zijn 
van de gegeven vergelijking, terwijl 3, 4 en — 5 het niet zijn. 
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Det gelijkzijdie viervlak 


Dr. N, Quint (den Haag.) 


Bekend is de stelling: 
Bals de vier driehoeken 
van een viervlak gelijk 
zijn, dan zijn zij ook con- 
gruent. 

Het eenvoudigst wordt 
deze eigenschap bewezen 
door elk zijvlak te be- 
schouwen als de som der 
projecties der drie andere 
B zijvlakken. Aldus ge- 
B schiedt het door Lemoine 
in de Nouvelles Annales, 
1880 en ook Cikot, in 

zijne Stereometrische 
Vraagstukken, (Se druk, bl. 66) verlangt een dergelijk 
bewijs. 

Zuiver algebraisch werd de stelling bewezen door Hoppe, 
(Archiv der Math. und Physik, 1893), hoewel dit bewijs 
door zijne groote uitvoerigheid zeker minder geschikt is 
voor hen, voor wie (kot zijne Verzameling bestemde. 

Een fraai meetkundig bewijs, dat Garnett in de Math. 
Gazette (1896 bl. 94) gaf, moge hier meer bekend gemaakt 
worden. 

Van het viervlak ABCD zijn AE en CF hoogtelijnen op 
BD; verder zij EP-=PF en AQ = QC. Daar blijkens het 
gegevene AE en CF gelijk zijn, is ook AP =—= PCG en staat 
dus PQ | AC. Projecteert men nu AQC in A'Q'C op het 
vlak BCD, dan is AlE FC er rechth. trapezium en dus 
BD |_ PQ: en daar ook BD | QQ' is, zoo staat BD | vlak 
PQQ' dus | PQ. 

PQ staat dus loodrecht op AC en BD en halveert AC. 
Op gelijke wijze is aan te toonen dat zij ook BD halveert. 

Maar dan is ook BE == DF en dus AB=CD. Kruisende 
ribben zullen dus gelijk wezen. 
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Over het bepalen der strictielijn op scheeve 
oppervlakken. 


DOOR 


H. GOUWENTAK, (Venlo) 


Ik meen door het volgende aan te toonen, dat door ge- 
schikte toepassing der determinanten theorie het vraagstuk 
zeer kan worden vereenvoudigd. 

Zooals bekend is, heeft het vlak, gaande door drie gegeven 
punten (x, 4, 2), 2 Ya 2.) en (4, 4, #,) tot vergelijking : 

oen wen el 
OEE 
1 NA 
Us Yo Zo Ì 

Verminder ik de eerste, de derde en vierde rij met de 
tweede rij, en laat ik dan de tweede rij weg, zoo gaat de 
determinant over in den bekenden vorm 


LE ej 
La — L, rr 0: 
B EN, RE 


Stel, dat de lijn, die de punten (1) en (2) verbindt, tot 
richtingscosini heeft a, b en c, terwijl hun afstand 7 be- 


draagt, dan is 


Dern Ae OR, 
Uig Nt Xb, 
on Ann are Cn 


Evenzoo zal, a,, b, en c,‚ de richtingscosini en 7, de af- 
stand der punten 1) en (3) AE 


Damn Ara A eon 
ron 


Deze waarden substitueerendelf en ten slotte door 7 en 
r, deelende, geeft 
LY YE Ee 
a b C sd, 
dd, Dr C, 
Wiskundig Tijdschrift le Jaarg. 7 
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Deze vergelijking stelt dus voor een vlak, gaande door 
het punt (v, 4, 2) en // met twee gegeven richtingen. 

Hieraan sluit zich onmiddellijk het vraagstuk aan: een 
vlak te bepalen, gaande door een punt (v, 4, #), eene 
richting (a, b, c) en tevens eene richting bevattende, die 
L staat op de gegeven richtingen (a,b,c) en (a,b, €). 

Noem de richting L op (abc) en (a, b, c) eens («, fen »), 
dan zijn de waarden van a«, £ en y evenredig met de 
determinanten 

DC Cd Aanb 
b, C, Ep a, b, 

Ik kan dus voor «, @ en y de waarden dezer determi- 
nanten zelf nemen, daar de evenredigheidsfactor voor alle 
dezelfde is, en zooals bekend het omgekeerde is van den 
vierkantswortel uit de som der kwadraten dezer determi- 
nanten. 

Het vlak is dus voor te stellen door 


AA C 
bt c a | Ë b kn 
ERR C, U, a, b, 


Deze stellingen zijn van uitgebreid nut bij het bepalen 
der strictielijn (intreklijn). 

De twee opvolgende standen der beschrijvende lijn zijn 
b.v. gegeven door: 
LL == AZ, mm REE OEE Bb JO 
(a SPNO EEE VBA AB 2H(b + AD) @) 
en waarvan dus de richtingscosini evenredig zijn met 
(«, B, 1) en (a + / a, BH AG, IBE 

Ik breng nu een vlak door (2) en 1 op het vlak, dat 
door de beide RS pl en (2) gaat. Dit vlak is dus 

An — 9 2 — Zj 


ZA Ee ae NAE Or 
v4 


of eenvoudiger : 

L — Lj Y — Yi 2 — 4 

dd Gt Ad re | =e 
NG — AA era B 
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We moeten wel in het oog houden, dat z,, y,‚ en z, een 
punt voorstellen van de lijn (2). 
Substitueer dus voor x, en y‚ de waarden uit (2): 


ee HAD 2 (a HAA V-UBHAB (0 HADI 2-2, 
EN BA AB if 


A2 mee BAa—a hf 


Vermenigvuldig de tweede rij met z, en tel haar op 
bij de eerste rij, dan gaat de vergelijking over in: 


Mn ot) Yb AND ee 
at a hr AS 1 
A2 rd BAa-a fB 


Door de termen der eerste rij te splitsen kan ik de ver- 
gelijking ook aldus schrijven : 


mmh 


ad/Aa b4Ab O0 
aA SAAB 1 
A2 — Aa BAa—a 


Sep y z 
ata BAAL 1 
A2 —ÂAae BAa—a@ 


Om nu een punt der strictielijn te vinden, moet men de 
laatst gevonden vergelijking combineeren met de 1ste lijn 
nl. # = «2 aen y =fê zb. Het snijpunt is dan 
een punt der begeerde meetkundige plaats; — door deze 
substitutie gaat de vergelijking dus over in: 


adAa bAAD O0 


azta Bztb 2 
at Aa LARA I 


at AafBtAA 1 
AB —Aa Aaah 


De beide leden dezer vergelijking verminder ik nu met 
de determinant : 
a b 0 
atAae BAA 1 
bn B ee Ae Be And ANR 


welke bewerking zeer eenvoudig is, daar de twee laatste 
rijen dezer drie determinanten dezelfde zijn. 


mid 


| 
Ag| 


A AN Ee 
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Dit geeft: 
az Bz z 
DNA ON atAa BAAL 1 
AB —Aa BAa-—e/û ANB — Aa OA 
De eerste rij der eerste determinant hevat den factor z 
en deze kan dus buiten het determinantteeken worden 
gebracht; verminder nu de tweede rij van deze determi- 
nant met de eerste, zoo blijft : 


Aa VAD 0 


gren 1 Aa Ab O 
zXiAe AB O0 =jadAe BAAR 1 
AB —Ae Bao A AB —Aa _ BAa-elf 
Zij nu de veranderlijke parameter t, dan wordt de ver- 
gelijking 
a ré; 1 Aa eu) 
NG EN, NK 
At At =leatAa BAAL 1 | 
AR Ad Ae AA) [AA SAR A 


AF AS gaf AL 


AA AE At TA A 


en bij de limiet, wanneer we door accenten de afgeleiden 
naar t voorstellen: 


a 2 1 amb) 
Rn Ee 2' 0) oc AS ad 
rh ile kh fee drie 0 att 
of beide determinanten uitwerkende en z oplossende 
Ee d'a! + b' B (a B — a! B) (a b' — a! B) 
at Haf! — et! B * 3 
Door de vergelijkingen (1) vinden we dan ook x en yen 


door eliminatie van den parameter t, de vergelijkingen der 
strictielijn. 


A 


Naschrift. 


Dezelfde handelwijze voert ons tot eene hoogst gemak- 
kelijke bepaling van het osculatievlak. 

Zijn x, y‚ en z, uitgedrukt in een zelfden parameter, de 
coordinaten van een punt der kromme, dan zijn #', y' en 2! 
evenredig met de richtingscosini der raaklijn in dat punt ; 
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maar dan zijn ”!+ AZ’, y'+ Agy’ en za A 2! evenredig 

met de richtingscosini der raaklijn in een opvolgend punt. 
Het vlak gebracht door x, y, # en tevens de richtingen 

(z', y' zt) en D'HAZ!, Y+HAY'!, 2 Ae!) bevattende is 

het osculatie vlak. We hebben dus 

Xt Y—-y VA Xr Y-y Z-2 

de y' a) 43 y' z' ==} 

il TAN WAY! in AS ERE en LE 
Deelende de laatste rij door A tf, en overgaande tot de 

limiet 


_—_ 
== 


Xx Y-y Zg 
Un y' 4 0, 
xc” y” an 


Differentiaal kenmerk der ontwikkelbare 
oppervlakken 


DOOR 


H. GOUWENTAK, (Venlo). 


Zooals bekend is, moeten twee op elkaar volgende be- 
schrijvende lijnen in hetzelfde vlak liggen. 

Stellen we dus die lijnen voor door 
y=artbenz=rtd.. CL) 
waarin a, b, c en d gegeven functies van eenzelfden para- 
meter « zijn, dan zal een volgende stand worden aangegeven 
door 
y=latAa)rdbtAbenz=(ch Ae)zt(dt À d), 
en vinden we dus door aftrekking en het overgaan tot de 
limiet 

Oden Den Osszie Att 
in welke vergelijkingen a’, b, c° en d’de afgeleide functies 
zijn. 
4 b! d' 
We vinden dus x= — == zE kunnen, zooals 


bekend, de vergelijkingen der keerlijn opstellen. 
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| / 
De voorwaarde van ontwikkelbaarheid is dus T, RVE) 
Uit deze voorwaarde kunnen we op zeer eenvoudige 
wijze geraken tot de bekende voorwaarde s° —7r{==0. 
Daartoe differentieeren we de vergelijkingen (1) naar zen y. 


4 „da me 4 / da 
O= ata Hb) el = C+ (C otd) 
da De 1 da A) A, nde 
rt her Ln 
Hier hebben p, q, 7, s, t de bekende beteekenis =— p, 
de den dz ==; Ge 
dy ® UAE EOD WR) 
Uit de vergelijkingen volgt al dadelijk 
ROE } „de 
(a Db) ag) (a Gede ì 
me EN en 
Dir q 


da 
ij DOEN 
(c‘ od!) Ee 
Letten we nu op de gevonden voorwaarde van ontwik- 
kelbaarheid (2), dan volgt uit a! : bh! = c! : d! 
ORT oee SN 


cadi Te EEE 


(cl + d') je 


derhalve 
WN d OE On 
En == p=C ‚ AUS P = a ' 
a’ 7 1 
Arin dus qg = —. 


Nu zijn a, ec en ook a! en c' functies van den parameter 
a dus is ook p —= p (a) en q —= V (o). 

Er blijft ons dus slechts over de funties p en Ni te eli- 
mineeren. Door differentiatie vinden we 


da d « 

En 4E ten pmm 1 etien 
A En 
ene, ‚da ne ‚dea 
GR? GE 4 Ne 


yn HAS 
At bd: 2 ze 
US nere At 
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Boekbeoordeeling:. 


Getallenleer door W. MAN TEL, (Haarlem, de Erven 
F., BOHN, 1904. 


Wanneer men zich verdiept in de eigenschappen van de 
gewone rekenkundige getallen, ondervindt men dat daarvan 
een eigenaardige aantrekkingskracht uitgaat, zoodat het 
moeite kost het onderwerp te laten varen. Mogelijk ligt 
dit in het geheimzinnige, dat de getallen, die eenvoudig 
weg verkregen worden door van 1 af regelmatig met 1 op 
te klimmen, zooveel verschillende eigenschappen vertoonen, 
waarvan men vele opmerkt, zonder van de meeste de al 
of niet algemeene geldigheid te kunnen bewijzen. 

Sommige volken gaven aan getallen een symbolieke be- 
teekenis ; Cantor (Vorlesungen über Geschichte der Mathe- 
matik) geeft daarvan voorbeelden. 

Wat de eigenlijke getallenleer betreft, kan men van de 
oude volken de Indiërs beschouwen als het volk, dat daar- 
in het meeste geleverd heeft. 

En hoewel dus reeds tientallen van eeuwen in de getal- 
lenleer gewerkt is, zijn van werkelijk algemeen geldende 
eigenschappen van getallen tot nu toe slechts weinige be- 
kend; onze kennis daarvan kan ongeveer worden gelijk 
gesteld met de kennis van de alchimisten omtrent de 
scheikunde. 

Bijv. kan men van een groot getal (12 of meer cijfers) 
niet dadelijk de factoren bepalen; en bestaan er eigen- 
schappen die waargenomen zijn zonder dat men ze kan 
bewijzen. 

De heer M. geeft op de laatste bladz. van zijn boekje 
een tweetal aan. 

Omtrent de eerste: De som van twee gelijknamige mach- 
ten is nooit gelijk aan een macht met denzelfden expo- 
nent, behalve als deze gelijk twee is (Fermat), merkt hij 
op, dat ze aangetoond is voor den exponent 8. 

Er zou kunnen worden bijgevoegd, dat Euler dit aan- 
toonde voor dien exponent, dat Legendre, Lamé en Lejeune- 
Dirichlet het bewezen voor resp. 10, 7 en 5, en Kummer 
voor alle even exponenten en een groot aantal ondeelbare 
getallen, | 
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De heer M. begint er op te wijzen, dat eigenschappen 
die ons uit ervaring bekend zijn, bijv. dat elk getal slechts 
op ééne wijze kan worden voorgesteld als product van on- 
deelbare getallen, volstrekt niet algemeen geldig behoeven 
te zijn. 

Een bewijs is daarom noodzakelijk en wordt gegeven; 
de heer M. vindt daarbij aanleiding te doen zien, dat er 
in de wiskunde stilzwijgend een aantal waarheden worden 
opgenomen, die men niet als axioma's vermeldt, en dat 
voortdurend aanschouwing wordt te hulp geroepen, zij het 
ook onbewust. 

Het 2e hoofdstuk handelt over deelers en resten en 
geeft het begrip congruentie; kenmerken van deelbaarheid 
worden aangegeven, en aan een getallenvoorbeeld wordt 
aangetoond dat (& + b + c)! deelbaar is door a! b! cl! 

Ten slotte volgt een korte aanwijzing op welke wijze 
kan aangetoond worden, dat een getal, dat door een stel- 
kundigen vorm voorgesteld wordt, een gegeven getalal of 
niet als deeler heeft. 

Op alle hoofdstukken behalve het laatste volgen een 
aantal vraagstukken ter oefening. | 

Zeer terecht zegt de heer M. in’ zijn voorrede, dat men 
de eigenschappen van de rekenkunde slechts tot zijn eigen- 
dom maakt door veel oefeningen. 

(En het antw. van vraagstuk 4 op bl. 28 staat als druk- 
fout 4 in plaats van 6.) 

Hoofdstuk 3 geeft de bepaling van het aantal getallen 
kleiner dan een gegeven getal en daarmee onderling on- 
deelbaar, het aantal deelers van een getal, en de som der 
deelers; hoofdstuk 4 behandelt kettingbreuken met toe- 
passing op de verhouding van jaar en maand, *) op de bepaling 
van wortels van tweedemachtsvergelijkingen, en in verband 
daarmee de bepaling van een vierkantswortel. Men komt 
dan tot een repeteerende kettingbreuk, en tot de verge- 
lijking van Pell. 

In het 5e hoofdstuk komen rekenkundige reeksen ter 
sprake voor wat betreft de resten bij deeling der termen 
door eenzelfde getal, wat onmiddellijk leidt tot onbepaalde 
vergelijkingen, die opgelost worden door middel van ketting- 
breuken. Het 6e hoofdstuk bespreekt de resten van meetkun- 


1) Dergelijke berekeningen doen dienst bij de bepaling van tandraderen voor een 
uurwerk of planetarium. 
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dige reeksen, waarbij de bekende stelling van Fermat toe- 
passing vindt voor de bepaling van het aantal termen, waarna 
de resten in dezelfde volgorde weder terugkeeren (repeteeren.) 

Aan een uitgewerkt voorbeeld wordt getoond dat dit 
aantal kleiner kan zijn dan het aantal, dat men met re- 
den kan verwachten, en dat de rij der resten bijzondere 
eigenschappen bezit. 

Toepassing volgt op de repeteerende breuken. 

Het 7e hoofdstuk geeft nu uitbreiding over rekenkun- 
dige reeksen van hoogere orde. De vraag: termen te zoe- 
ken, die door een gegeven getal deelbaar zijn, voert tot het 
bepalen van wortels eener congruentie; de stelling van Fer- 
mat als congruentie opgevat voert tot de stelling van Wilson. - 
De congruenties van den tweeden graad voeren tot de quadraat- 
resten en tot de wet van wederkeerigheid van Legendre. 

(Bij het kenmerk van Euler staat diens naam niet ver- 
meld; wel staat die naam in de inhoudsopgave.) 

In een slot-hoofdstuk Varia wordt iets gezegd van figuur- 
lijke getallen; wordt even de symboliek aangeroerd, een 
ander bewijs gegeven voor de stelling van Fermat en een 
uitbreiding daarvan met toepassing op onbepaalde verg, 
terwijl door identieke vergelijkingen stellingen der getallen- 
leer worden aangegeven. 

Onze taal vloeit niet over van boeken, waarin over ge- 
tallenleer gesproken wordt. Het theorema van Fermat 
komt voor in Versluys, Deelbaarheid en Repeteerende 
breuken, (W. Versluys, Amsterdam) en in „Enkele hoofd- 
stukken uit de Theorie der Reken- en Stelkunde” van Duifjes 
(Erven F. Bohn, Haarlem), terwijl voor eenige jaren een 
„Ontbinding in Factoren” verschenen is (bij W. Versluys, 
Amsterdam.) *) - 

De heer M. heeft ongetwijfeld een goed werk verricht 
de getallenleer onder het bereik te brengen van velen, die 
er anders geen aandacht aan zouden hebben geschonken ; 
te meer daar het boekje zeer duidelijk is geschreven, en steeds 
getallenvoorbeelden gekozen werden om eigenschappen te 
doen zien. Het boekje „is bestemd voor hen, die onder- 
wijs geven in wiskunde, of zich daartoe voorbereiden, en 
voorts voor alle liefhebbers. voor dezen tak van weten- 
schap. Het bevat zooveel als gevraagd wordt op acte- 
examens.” Kael, VAES, 


*) Boeken van ouderen datum, die niet meer gangbaar zijn in den boekhandel 
zijn niet vermeld, 
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Uit Buitenlandsche tijdschriften. 


DOOR 


COA OREN EN DS 


1. Bepalingen van het platte vlak (Thieme in Hoffman's 
Zeitschrift, 55 Jahrg., 6 Heft). 


Het platte vlak kan met behulp van het punt en de 

rechte lijn gedefinieerd worden. Onder de gebruikelijke 
definities heeft er tot nog toe geen een algemeen ingang 
gevonden. 
_ Het meest komt wel deze voor: „Een vlak wordt plat 
genoemd als iedere rechte lijn, die er twee punten meê 
gemeen heeft, geheel invalt’ Deze definitie heeft twee 
gebreken. In de eerste plaats steunt ze op het begrip „vlak.” _ 
Nu kan men, zooals de nieuwere Analyse leert, geen al- 
gemeen-geldige bepaling van het vlak geven; verder kent 
de bepaling aan het vlak meer eigenschappen toe dan er 
tot vaststelling van het begrip noodig zijn. Het is van te 
voren niet te zien of alle kenmerken met elkaar vereenig- 
baar zijn, of het gedefiniëerde begrip mogelijk is. 

Een andere definitie: „Een vlak ontstaat als men de 
punten van een rechte lijn met een punt daarbuiten door 
rechte lijnen verbindt.” Zoo krijgt men echter niet alle 
punten van het vlak, nl. niet die welke liggen op de lijn 
door het punt evenwijdig aan de oorspronkelijke getrokken. 
De bepaling van evenwijdige lijnen, zonder voorafgaande 
definitie van het platte vlak, geeft echter ook groote 
moeielijkheid. 

Peano geeft de volgende genetische bepaling: „Men ver- 
krijgt een p'at vlak als men een van drie gegeven punten 
verbindt met een punt van de lijn, die de twee andere 
verbindt, door een rechte lijn, en van een punt dezer laat- 
ste, lijnen trekt naar de verbindingslijnen van de drie 
oorspronkelijke punten” Deze bepaling gebruikt alleen ele- 
menten uit het platte vlak zelve, en wel vooreerst alleen 
eindige lijnen; ze geeft aan het nieuwe gedefinieerde be- 
grip slechts zooveel eigenschappen als tot het vaststellen 
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noodig en voldoende zijn, en men ziet onmiddellijk in dat 
de eigenschappen onderling vereenigbaar zijn. 

Voor beginners is deze definitie echter niet geschikt ; 
voor hen dient men het platte vlak als dat vlak aante- 
wijzen, waarin men van ieder punt naar ieder ander een 
rechte lijn kan trekken. Op hoogere klassen echter, waar 
het logisch denken der leerlingen al wat verder ontwik- 
keld is, dienen zij ook de gebreken van andere definities te 
leeren onderkennen, en die van Peano als goede te behouden. 

’tSpreekt vanzelf dat voor de verdere behandeling der 
theorie van lijnen en vlakken nog op deze grondstellingen 
dient gewezen te worden: 

1. Als een rechte lijn met een plat vlak twee punten 
gemeen heeft, valt zij er geheel in. 

2. Als twee vlakken drie punten gemeen hebben, val- 
len ze geheel samen. 

8. Als twee vlakken een punt gemeen hebben, hebben 
ze een rechte lijn gemeen. 

Tot zoover Thieme, waarmeê wij het hier in hoofdzaak 
eens zijn; een bezwaar hebben we echter tegen het laatste 
axioma; is het niet voldoende dit als axioma te nemen: 
„Als twee vlakken een punt gemeen hebben, hebben zij 
meerdere punten gemeen?” [mmers, uit axioma 2 volgt 
dat al die gemeenschappelijke punten op een rechte lijn liggen. 


GA. CIKOT. 


2. Debat over de invoering van de Infinitesimaal-rekening 
op de middelbare scholen. (Vergadering van de vereeniging 
tot bevordering van het onderwijs in Wis- en Na- 
twurkunde te Halle, 1904.) 


M. Nath heeft op de vergadering in Halle een voordracht 
gehouden over „Die Bildungsaufgabe der Mathematik inner- 
halb des Lehrplans der höheren Schulen,” en daaraan vijf 
stellingen ten grondslag gelegd, van welke de derde luidde: 

„Für die humanistischen Gymnasien musz der Wissen- 
stoff auf die elementaren Disziplinen beschränkt werden, 
unbeschadet der Möglichkeit, Gesichtspunkte und Ausblicke 
zu bieten, die über sie hinausweisen ; für die realistischen 
Lehranstalten ist die Einbeziehung der Anfangsgründe der 
Infinitesimalrechnung nöthig.” 

Thaer houdt de invoering van de Infinitesimaal-rekening 
voor absoluut noodig, en heeft zelf de beste ondervinding 


112 


daaromtrent opgedaan. Pietzker is van tegenovergestelde 
meening. Dat vak hoort niet op de middelbare scholen, en 
wel wegens de groote moeielijkheden van het juiste begrip ; 
het stelt eischen aan het verstand, die men bij de leer- 
lingen niet stellen kan. S-hotten zegt dat bedoelde moeielijk- 
heden wegvallen, omdat men er over heengaat. Op de 
hoogeschool wordt toch ook niet in een college over Dif- 
ferentiaalrekening in het begin uitgeweid over de moeielijk- 
heden van het begrip „Differentiaal.”’ Dr. Hupe zegt dat 
als Diffentiaal rekening in het leerplan opgenomen wordt, 
iets anders moet uitvallen ; noode zag hij b.v. de behan- 
deling der kegelsneden vervallen. De behandeling van 
Maxima en Minima kan langs anderen weg geschieden. 
Geiszler zegt dat er in de stelling van den inleider alleen 
sprake is van de beginselen, en dat de leeraar daarin heel 
goed zijn leerlingen kan inleiden. 

Schrader is van meening, dat het Differentiaal-begrip aan 
de leeraars meer moeite geeft dan aan de leerlingen. 

Bernstein releveert dat de toepassing op bepaalde vak- 
ken op school het belangrijkste was. Iedere leerling moest 
er een idee van hebben hoe men met behulp van de In- 
finitesimaal methode physische vragen behandelt. Prof. 
Gutzmer wijst er op dat de invoering een internationaal 
probleem is. In Frankrijk is de Diff. en Integr. rekening 
zóó in de nieuwe programma’s opgenomen, dat men in 
Duitschland daar geen voorstelling van heeft. Men moest 
bedenken dat onze programma’s in hoofdzaak uit het be- 
gin der vorige eeuw dateeren; toen rustte de hoogere 
Wiskunde op heel andere grondslagen, wat met Cauchy 
veranderd is. Nu is er geen reden meer dat ook aan de 
scholen te onthouden. Ook de hoogeschool moest eischen 
dat de studenten in de Natuurwetenschappen en in de 
Medicijnen ingeleid waren in de hoogere Wiskunde als ze 
de scholen verlaten. Hupe is niet tegen een impliciete 
behandeling, wel tegen een explicite. Bij de stemming 
waren er evenveel stemmen voor als tegen. 


C.A. CIK GES 


8. Japansche Wiskunde. 


Nu de aandacht zoo algemeen op het land van de rijzende 
zon gevestigd is mogen hier een paar fragmenten van de 
geschiedenis der Japansche Wiskunde vermeld worden, die 
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door Hayashi te Tokio, eerelid van het Wisk. Gen. E.O.4. 
in Europeesche tijdschriften meegedeeld zijn. 

a. In de Bibliotheca Muthematica (1902) schreef hij een 
artikel geheeten: „The values of zr used bij the Japanese 
Mathematicians of the 17% and 18% century”, waaraan het 
volgende ontleend is. 

In een zeer vroege periode (500 v. CQ.) stelde men evenals 
de Babyloniers z op 8; eerst veel later kwamen nauw- 
keuriger waarden in gebruik; Mitsuyoshi Yoshida (1627) 
bepaalde z op 8,16, Motonaga Nozawa (1660) op 8,14, ter- 
wijl Shigekiyo Matsumura uit den omtrek van den 2: shoek 
m == 3,1415926 4877 . . vaststelde ; wat dus in 7 decima- 
len juist is. Deze waarden staan dus verre achter bij die, 
welke in Ewropa toen reeds voor z gevonden waren, waar 
Vieta (1579) tien, van Roomen (1593) vijftien en van Ceulen 
(1596) vijf en dertig decimalen van z bepaald hadden. 

Op het eind der 17de eeuw vond Kowa vier-en-twintig 
en in 1/89 Yoshihida Matsunaga vijftig decimalen ; toen 
echter waren in Europa, dank zij Machin (1706) reeds 
honderd decimalen bekend. 

Toch zijn er door de Japanners wel eigenaardige zaken 
voor zr gevonden. 

Zoo gebruikten zij om benaderende breuken voor zr te 
vinden de volgende reeks: 

Fe tt 4E 2e Ff enz. 

Naar men ziet ‘worden de noemers steeds 1 grooter, 
terwijl de teller met 3 of 4 vermeerderd wordt al naar 
gelang de breuk een te groote of een te kleine waarde 
voor z opgeleverd had. De 118de term van deze reeks is 
de verhouding van Metius 433. 

Met deze reeks gaf Arima in 1/66 de breuk 4442454 wat 
in 12 decimalen juist is. Later nog gaf de DEN Sr 
de waarde 
7 == HEA, wat in 30 decimalen nauwkeurig is. 

Zoo zijn er meer bijzonderheden; voor z* nam Kurushima 
(1760) WEB —= 9,86960440 66 wat dus eerst in de 9de 
decimaal van de juiste bedrag z° afwijkt. Het is alleen 
jammer, dat de methodes volgens welke deze uitkomsten 
verkregen werden, onbekend schijnen te zijn. Misschien 
brengt de beantwoording der prijsvraag uitgeschreven door 
de Hollandsche Maatschappij te Haarlem over den oorsprong 
dezer Japansche wiskunde eenig licht in de quaestie. 
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b. Hayashi deelde nog in /Intermédiaire van 1908 het 
volgende bewijs mede voor de stelling van Pythagoras 
nen enen ennn Lette. dat Voslinost MOSER 
| É zeven heeft. Let men er op, 
dat de deelen met een zelfde 
teeken voorzien congruent 
zijn, dan kan men elke verdere 
toelichting bij dit bewijs mis- 
B sen en er onder schrijven in 
B navolging van de Indische 
wiskundigen: „Ziet !” 


4, Het raakpunt van den ingeschreven cirkel met den 
9 punts-cirkel. Als eenvoudigste constructie voor dit punt 
geeft Mannheim het volgende. Neem op den ingeschreven 
cirkel van A ABC, welks middelpunt N zij, het punt E, 
dat diametraal ligt tegenover het punt, waar BC den ge-_ 
noemden cirkel raakt. De rechte door E en het midden 
van AN snijdt den ingeschreven cirkel in het gevraagde 
punt. 


L'Intermédiaire, 1904, 1544. 
Q. 


5. Benaderingsconstructie voor de verdubbeling van den 
kubus. Voor de constructie van B” 2 geeft Teilhet deze be- 
nadering. Construeer een rechthoekigen driehoek ABC met 
de rechthoekszijden AB = 9 en BC == 12. Verleng AC 
tot D zoodat AD == 10 en BA tot HE, zoodat AB = 1 
wordt. Trek door D een lijn evenwijdig met CE, die het 
verlengde van BA in F snijdt, dan is AF slechts 0,00004 


kleiner dan w 2. Men vindt nl. AF = kar 1,259881.., 


terwijl B2 = 1,259921.. wezen zal. 

Pellet komt volgens een methode door Borel in den 
Bulletin de la Société mathématique, 1903 uiteengezet tot 
de gelijkheid ®2—= WV 54/6): — 4 welke laatste 
waarde slechts 0,00001 te groot is. 

L'Intermédiatre, 1904, 2891. Q. 


6. Als twee cirkels elkander snijden verhouden zich de 
kwadraten der koorden, welke evenwijdig loopen met de ge- 
meenschappelijke snijlijn en een cirkel raken als de pijlen der 


115 


segmenten welke zij onderspannen, daar het vierkant van 
elke koorde gelijk is aan viermaal het product der pijlen 
der segmenten, waarin de koorde den eirkel verdeelt. 


Q. 
Richter, Zeitschrift für math. und 
raturw. Unterricht XXXV, 1904. 


7. De vier rechten van Wallace (Simsonlijnen) van vier 
concyclische punten A, B, C, D ten opzichte van de driehoeken 
waarvan de andere punten de hoekpunten zijn, gaan door één 
punt. Deze stelling door Beard in Educ. Times gegeven is 
al meermalen gevonden bijv. in de Wisk. Opg., Nieuwe 
Reeks, 1875 — 1881, No. 177, en Weill, Journal de Longchamps, 
1884. Zij zou zeer geschikt bij het gewone onderwijs kun- 
nen worden besproken daar zij volgt uit deze stellingen : 

a. De hoogtepunten van de vier driehoeken ABC, BCD, 
CDA, DAB, zijn de hoekpunten van een congruenten vier- 
hoek, welks zijden met die van ABCD evenwijdig loopen. 

b. Het gelijkvormigheidspunt dezer beide figuren is het 
midden der lijnen, die A met het hoogtepunt van A BCD 
enz. verbinden. Door dit punt gaat de lijn van Wallace. 

Er had bij opgemerkt kunnen worden, dat door hetzelfde 
punt ook de negenpuntscirkels der vier genoemde driehoe- 
ken gaan. Beard, Repr. Educ. Times, New Series, 

VI, 1904, Note. Q. 


8. Uitbreiding van de stelling van Ptolemeus op een scheeven 
vierhoek. 

Van een scheeven vierhoek zijn de zijden in volgorde 
d, b, c‚, den de diagonalen e, f. Als de hoek tusschen a 
n b door (ab) voorgesteld wordt dan geldt de betrekking: 
2 abed{ eos (be) eos (a d) — cos (e a) cos (b d)Heos (a b) cos (cd) } 

—= at ct bd — et f* 

dn bob ODA de ee Def 
Voltooi het parallelogram ABCE en zij BE = v en DE 
== Y; worden nu uit deze figuur de waarden voor cos (bc) 
enz. genomen, dan heeft men voor het eerste lid: 
Ae { b? Es Kie je) (ar d-d?—f?)— (Cc? Ha? —y*) (b2H-d?—y*) 
(a? Hb? —a?)(e? Hd? —e*)}, welke vorm met behulp 

der betrekkingen 
_2(a? d-b)=r? Het en 2(f Hy)? =2 (et Jd?) —e* 
tot het tweede lid herleid kan worden. 
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Voor het geval, dat de vierhoek vlak is gaat deze be- 
trekking over in: 


atc? Jb? d? —ef? =2 abed eos (A + C). 
Is bovendien de vierhoek een koordenvierhoek dan wordt 
deze betrekking herleid tot 


acdbd=z=ef. 
M'Vicker. The Math. Gazette 1904. Question 433. 


Q. 
9. Elementaire afleiding van eigenschappen van kegelsneden. 


a. Als men wit P raaklijnen aan een kegelsnede trekt, dan 
maken deze met deì lijnen naar de brandpunten F en E° 
getrokken gelijke hoeken. 

Laat uit F op een raakijn de loodlijnen FA en FB neer, 
dan gaat de loodlijn uit het midden M van FF’ op AB. 
neergelaten door het middelpunt N van den cirkel, die 
door P, A, FF, B gebracht kan worden. Derhalve is ook 
PF’ j AB en zijn de hoeken APF en BPF’ de comple- 
menten van de gelijke hoeken AFP en ABP. 

b. De meetk. plaats der punten, waarwit aan een ellips 
onderling loodrechte raaklijnen getrokken kunnen worden is 
een cirkel. In de figuur hierboven genoemd is: 

2 MP? = PF + PF’? — 2 MF? —= 4 AN? + 4 NM? 
— 2 MF? == 4 AM? — 2 MF? == 2 q° + 2b° als a en b 
de assen voorstellen 

Harold Hilton. The Math. Gazette. 1904. 144. 


Q. 


Vraagstukken van Examen Lager Onderwijs 
(liskunde 1904. 


STELKUNDE van 9—10!/, uur. 


1) Vereenvoudig : 


AEL 30446 x /rertert 
ESA AT 


ô) 


3) 


1) 


3) 


1) 


2) 


le. 


2e. 


3) 
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Van een meetkundige reeks is de eerste term 3, de 
laatste term 768 en een der andere termen 192. 
Welke waarden vindt gij voor de reden van die reeks ? 
Elimineer #, y en 2 uit: 


) 
xn F Yr 2 = d* en 
ee En 


gn ymtn gmt’ 


PLANIMETRIE van 10'/,—12 uur. 


Verbindt men het hoekpunt A van A ABC met de 
middelpunten O van den ingeschreven en O*van den 
aan zijde BC aangeschreven cirkel, dan is AOXAO' 
=ABXAC. Bewijzen. 

Een vierhoek te construeeren, als gegeven zijn: de 
diagonalen, de hoek tusschen de diagonalen en twee 
overstaande hoeken. 

In A ABC zijn de voetpunten E en F van de hoogte- 
lijnen BE en CF respectievelijk op AC en AB neer- 
gelaten, verbonden door de lijn EF, Men vraagt den 
straal van den ingeschreven cirkel van \ AEF uit 
te drukken in de zijden van A ABC. 


STEREOMETRIE van 1—2!/, uur. 


De meetkundige plaats te bepalen van het midden 
eener rechte lijn van standvastige lengte, welke met 


de uiteinden rust op twee gegeven elkander loodrecht 


kruisende lijnen. 

In eene onregelmatige afgeknotte driezijdige pyramide 
bepaalt men van elk opstaand zijvlak het snijpunt 
der diagonalen en brengt door elk dezer snijpunten 
en de overstaande opstaande ribbe een plat vlak. 
Men vraagt: 

te bewijzen, dat deze vlakken eene rechte lijn gemeen 
hebben en de afgeknotte pyramide in 6 gelijke deelen 
verdeelen, 

den driehoek, die bovengenoemde snijpunten der diago- 
nalen tot hoekpunten heeft, in grond- en bovenvlak 
van de afgeknotte pyramide uit te drukken. 

Een kegelvormig vat, waarvan de as vertikaal gesteld 
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is, en dat gedeeltelijk met water gevuld is, wordt 
door een zwaren bol met gegeven straal 7 gesloten. 
Als nu de hoeveelheid water de ruimte beneden den 
bol juist vult en het !/, gedeelte van het holoppervlak 
bevochtigt, wat was dan de oorspronkelijke hoogte 
van de vloeistof ? 


GONIOMETRIE & TRIGONOMETRIE van 2'/,—4 uur 
1) Los z op uit: 
2 tg z on EE Li 
tg vdeote cotuttg2r 
2) Van een trapezium ABCD zijn gegeven de opstaande 
zijden AB == 720,5, CD == 480, de evenwijdige zijde 
BC == 100 en / A == 40° 21’ 32", Bereken de diago- 
naal BD. 


Vraagstukken van Examen WMiddelbaar 
Onderwijs (liskunde B, 1904. 


MEETKUNDE (Eerste dag, van 9—12 uur). 


1) Als de diagonalen van een vierhoek elkander in S 
rechthoekig snijden, dan liggen de projecties van S 
op de vier zijden op een cirkel, 

2) Door een der ribben van het grondvlak van een re- 
gelmatig vierzijdige pyramide brengt men een vlak, 
dat de pyramide in twee deelen van gelijken inhoud 
verdeelt. Bewijs, dat dit vlak twee opstaande ribben 
ribben in uiterste en middelste reden verdeelt. 

5) De rechten AX en BY kruisen elkander loodrecht 
en worden loodrecht gesneden door de rechte AB. 
Op AX neemt men een punt M, op BY een punt N 
zoo, dat BN gelijk is aan AM. Bepaal de meetkun- 
dige plaats van het midden van MN. 


ALGEBRA, (Eerste dag, van 1—3 uur). 
1) De wortels van de derdemachtsvergelijking : 
vS — (3 Ha)? + (2 + 34) —2a=o 


vormen een rekenkundige reeks. Bepaal die wortels 
en d. 
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2) Bepaal de som, de grenzen van convergentie en den 
algemeenen term van de wederkeerige reeks: 


1 + 2 — At + 25 H Art — 67 +... 
waarin, als ce den coëfficient van xn voorstelt, 


Canmore ne Cals 
3) Tot welke limiet nadert 
COSEC? X 
COS 


voor ” = 0? 


TRIGONOMETRIE, (Eerste dag, van 83—4 uur). 
1) Bepaal p uit 
sin p + cosp + tg wo + cotp H sec p + cosecp =H(lH 3). 


2) Een zijde van een vlakken driehoek maakt een hoek 
«a met de hoogtelijn van een harer uiteinden, en een 
hoek £ met de mediaan van het andere uiteinde. 
Bereken de hoeken des driehoeks. 


BOLDRIEHOEKSMETING (Tweede dag, van 3—4 uur). 


Van een bolvierhoek ABCD is gegeven: 
eene zijde AB == 43°5/30'“en de vier hoeken A == 93°43'20"’, 
B = 5902940", C = 132025/30'/, D= 745725, Bereken 
de overige elementen van den vierhoek. 


BESCHRIJVENDE MEETKUNDE (Tweede dag, van 
9—12 uur). 


1) De beide projecties te teekenen van een regelmatig 
achtvlak, in een gegeven bol beschreven. 
„De straal van den bol is 5 cM.… het middelpunt 
ligt 7 ecM. vóór het verticale en 7 cM. boven het 
horizontale vlak van projectie. Een der hoekpunten 
P van het achtvlak ligt 9 cM. boven het horizontale, 
8 cM. vóór het verticale vlak. Verder zijn twee der 
ribben van het achtvlak, die niet door P, noch door 
het tegenoverstaande hoekpunt gaan, evenwijdig aan 
het verticale vlak. 

2) Gegeven een punt P en een vlak V. Eene lijn te 
construeeren, die door P gaat, een hoek van 45° met 
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het vlak V maakt en evenwijdig loopt met het vlak, 
dat den tweeden vlakkenhoek, door de projectievlak- 
ken gevormd, middendoor deelt. 

De beide doorgangen van het vlak V maken hoe- 
ken van 60° met de as van projectie en strekken 
zich, van af het punt der as waarin zij samenkomen, 
naar rechts uit. Het punt P ligt 5 cM.- boven het 
horizontale, 4 cM. vóór het verticale projectievlak. 
De lijn, die de beide projecties van P verbindt, is 
gelegen links van het punt, in ’t welk het vlak V 
de as van projectie snijdt en heeft een afstand van 
1 cM. tot dit punt. 


ANALYTISCHE MEETKUNDE (Tweede dag, van 1—8 uur). 


1) ABCD is een vierkant, F een veranderlijk punt op 


2) 


CD. Men trekt AG loodrecht op BF en bepaalt het snij- 
punt S van AG met de rechte door F evenwijdig aan 
AD. Onderzoek de meetkundige plaats van het punt S. 
Door drie punten P,, P,, Ps, der geliĳkzijdige hyper- 
bool zy=k® legt men een cirkel, die haar nog in 
P, snijdt. Bewijs, dat het tweede uiteinde van de 
middellijn der hyperbool, welke door P, gaat, het 
hoogtepunt is van driehoek P, P, P.. 


Vraagstukken van Examen WMiddelbaar 


1) 


Uliskunde K. 


INTEGRAAL REKENING. 


Bepaal het deel van het boloppervlak, waarvan de 
vergelijking is »? Jy? +2? = a?, dat binnen den cilin- 
der z? +y* —ax =0 is gelegen. 


2) Integreer de vergelijking 27y'*y =8y—12 xy’. 


3) 
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Bewijs dat 
EL 
Limn fp (G P 
n=, Sin 


waarin O0 Ze a<f<tren0<y <5 


gelijk is aan nul, tg @ of oo, naarmate # kleiner dan, geliĳk 
aan of grooter dan y is. 


l) 


2) 


3) 


1 


Sm 


DIFFERENTIAAL REKENING. 


In een omwentelingskegel, straal grondvlak 7, hoogte 
h, is een cilinder beschreven met het grondvlak in 
het grondvlak en met den omtrek van het bovenvlak 
in het ronde oppervlak van den kegel. 

In de overblijvende ruimte van den kegel wordt op 
dezelfde wijze een tweede cilinder beschreven. Hoe 
moeten de hoogten van deze cilinders gekozen wor- 
den, opdat de som der inhouden van deze cilinders 
een maximum zij ? 

De intreklijn te bepalen van het oppervlak, dat be- 
schreven wordt door de rechte met de vergelijkingen 


1 1 
fino Alg Ada nin 


waarin p de veranderlijke parameter voorstelt. 
Ontwikkel (bg sin #)? in een machtreeks. 

Opmerking. Het bestaan van deze reeks kan worden 
aangenomen als volgende uit dat van de reeks voor 
bg sin z. 


ANALYTISCHE MEETKUNDE. 


Een cirkel, waarvan het vlak evenwijdig is het X Y 
vlak en die de XZ en YZ vlakken aanraakt, is de 
richtlijn van een kegelvlak, waarvan de top in den 
oorsprong ligt. Bewijs, dat een boloppervlak, dat door 
dien cirkel gaat, het kegelvlak nog in een tweeden 
cirkel snijdt. 


Men beschouwt En veranderlijke middenvlak « der 
ellipsoïde ee + ir + en — Ì en de daaraan toe- 


gevoegde Bek m. Uit het punt (a, o, 0) trekt 


8) 


kil) 


2) 
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men de rechte / loodrecht op w en door het punt 
(o, b, o) legt men het vlak A loodrecht op mm. Bepaal 
de vergelijking der meetkundige plaats van het snij- 
punt van 4 en À. 

Men beschouwt den cirkelvormigen ring, die bij 
wenteling om OZ beschreven wordt door een cirkel, 
in het Y Zvlak, die een straal C, zijn middelpunt 


op O Y en op een afstand C [2 van O heeft. Door 
O X legt men een vlak, dat dien ring aanraakt. 
Bewijs dat dit vlak den ring volgens twee cirkels 
snijdt, 


BESCHRIJVENDE MEETKUNDE. 


Eene rechte lijn l, loodrecht op het horizontale pro- 
jectievlak, heeft een afstand van 6 cM. tot het ver- 
ticale vlak. Om die lijn als as wentelt eene lijn m, 
die evenwijdig is aan het verticale vlak, een afstand 
van 8 cM. heeft tot dit verticale vlak en een hoek 
van 45° maakt met het horizontale vlak. 

Gevraagd die lijnen der, door deze wenteling ont- 
staande omwentelingshyperboloïde te bepalen, die 
evenwijdig zijn met een gegeven vlak, waarvan de 
doorgangen symmetrisch zijn ten opzichte der as van 
projectie en hoeken van 60° met die as maken. 
Gegeven is: 

Iste. Een omwentelingscilinder, waarvan de beschrij- 
vende lijnen loodrecht staan op het horizontale vlak. 
De as van den cilinder ligt 8 cM. vóór het verticale 
vlak; straal grondvlak cilinder 4 cM. 

2de. Eene hyperbolische paraboloïde, die tot richt- 
vlak heeft een vlak, loodrecht op het verticale vlak 
en makende een hoek van 45° met het horizontale. 
Verder zijn twee lijnen dier paraboloïde: a, eene der 
beschrijvende lijnen van den cilinder, die liggen in 
het vlak, door de as evenwijdig aan ’t verticale vlak; 
b, eene lijn evenwijdig aan de as van projectie 8 cM. 
boven het horizontale en 12 cM. vóór het verticale 
projectievlak gelegen. 

Gevraagd de doorsnede dezer beide oppervlakken 
en in een willekeurig punt van die kromme de raak- 
lijn dezer doorsnede te construeeren. 
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Vraagstukken van het aspirant-landmeter 


examen 1904. 


REKENKUNDE. 


. A, B en C huren een stuk land, waartoe A en B 
samen 150 gulden betalen. C geeft 25 gulden meer 
dan B. Als van de zuivere opbrengst, die 45 gulden 
bedraagt, B 10 gulden ontvangt, beredeneer dan hoe- 
veel ieder gegeven heeft. 


„‚ Iemand heeft gekocht 6800 K.G. van zekere koopwaar 


voor f 1.10 het KG. Hij verkoopt daavan een gedeelte 
tegen f 1.25 en het overige voor f 1.30 het K.G. Zoo 
hij op het eerste gedeelte f 180 meer wint dan op 
het tweede, vraagt men uit hoeveel K.G. iedere partij 
bestond. 

„‚ Van drie tiendeelige breuken, die met dezelfde cijfers 
geschreven worden en waarvan de eerste is een op- 
gaande, de tweede een zuiver repeteerende en de derde 
een gemengd repeteerende, bedraagt de som #1. 
Als de derde breuk ‚#5; meer is dan de tweede 
vraagt men welke breuken dat waren. 


‚ Als A: B: C =d: b: ce, bewijs dan dat 


(A? + AB): (B? + C°) =(a? +ab): (b° + c®). 
‚ Benader + W24v38 45) tot op + nauwkeurig. 


STELKUNDE. 


„‚ De waarden van x en y te bepalen, die voldoen aan 
de beide vergelijkingen: 
3e byhl J 21Brhiy ==, 


(2x + 64) C {log (2 + 60} — 5 log (2x + 64) | ike 


10000 


2. Twee punten A en B bewegen zich met standvastige 


snelheden langs twee elkander onder een rechten hoek 
snijdende rechte lijnen; A legt per seconde V Meter, 
B V, Meter af. Op het oogenblik dat A. het snijpunt 
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der lijnen passeert, bevindt B zich nog op een afstand 
=aM. van dat snijpunt en beweegt zich naar dat 
snijpunt toe. Hoeveel seconden na dat oogenblik zal: 
le. de afstand der beide punten C M. zijn; 
ge, de afstand dier punten zoo klein mogelijk zijn, 
en hoe groot is in dit laatste geval die afstand ? 
3. Van een opklimmende meetkundige reeks van 18 
termen is de som van den len, 3en, 5en term enz. 
(telkens één overslaande) gelijk 120; de som van den 
Jen, 4en, Jen term enz. (telkens twee overslaande) 
gelijk 40. Bereken de reden der reeks en de som van 
alle termen. 


MEETKUNDE, 


1. Een cirkelomtrek te construeeren, die door een gegeven 
punt P gaat, een gegeven cirkelomtrek M halveert, 
terwijl uit het middelpunt X van den gevraagden 
cirkel de cirkelomtrek M onder een gegeven hoek a 
gezien wordt. 

2. Uit een punt P worden twee rechten getrokken, die 
een gegeven cirkel M,‚, met een straal van 7 cM. be- 
schreven, in A en B raken. / APB =836°%. Men laat 
nu de figuur begrensd door de rechten PA en PB en 
den kleinsten cirkelboog AB om den straal MA wen- 
telen. Gevraagd wordt door berekening een punt C 
op PB te bepalen — dus het punt C behoeft niet 
geconstrueerd te worden — zóó dat de inhoud van 
het omwentelingslichaam, dat ontstaat door A APC 
om AP te laten wentelen, de helft is van den inhoud, 
door eerstgenoemde wenteling beschreven. 


VLAKKE. EN BOL-DRIEHOEKSMETING. 


1. Bereken de tusschen O0? en 360° gelegen waarden van 
xt, die voldoen aan de vergelijking : 


2 (sin 7 + cos 7) + sec # + cOSEC #= COS (HT — 45°) cot 2x. 
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2. Wanneer in den boldriehoek ABC de boog AD van 
een grooten cirkel, die het hoekpunt A van den drie- 
hoek met het midden D der overstaande zijde ver- 
bindt, gelijk 90° is, zal de som der zijden AB en AC 
gelijk 180° zijn. 

Bewijs dit en toon tevens, dat men dan voor de 
spherische stralen r en R der in en om dien driehoek 
beschreven cirkels heeft: 


Tg 5 
Tgr = Cos 5: 17% en Tg R= 5 
sin 3 


8. Van den boldriehoek ABC is gegeven: 
Menden DGA LO 0 7815" 307. 
Bereken de zijde van een gelijkzijdigen boldriehoek, 
op denzelfden bol gelegen, waarvan de inhoud twee- 
maal grooter is dan die van den gegeven driehoek 
ABC. 


Oplossingen der vraagstukken k tot 9. 


VRAAGSTUK 1. 


Drie lijnen van gegeven lengte in één vlak om één punt 
zóó te groepeeren, dat de niet gemeenschappelijke uiteinden de 
hoekpunten zijn van een driehoek waarin : 

a). het oppervlak maximum, 

b). de omtrek maximum, 

e). de som van de kwadraten der zijden maximum is. 

C. A. Cikor, 


Opgelost door C. A. CIKOT, W. GISOLF, E. A. J. H. 
MODDERMAN, B. J. W. REUSER. 


Oplossing van C. A. Cikot, W. Gisolf en KH. A. J. H. Modderman. 


_ 4.) Stel dat twee lijnen P A en P B den vereischten 
stand hebben, dan moet de top van den gevraagden drie- 
hoek ABC op den omtrek van een cirkel liggen, die P tot 
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middelpunt en PC tot straal heeft; de driehoek ABC is 
maximum als C het raakpunt is van den cirkel met een 
raaklijn // AB; PC moet dus een stuk van de hoogtelijn 
op AB zijn. Hieruit blijkt dat P het hoogtepunt van den 
driehoek moet zijn. 

b) Begin als in a). C moet nu het raakpunt zijn van 
den cirkel PC met een ellips die A en B tot brandpunten 
heeft; daaruit blijkt dat PC bissectrice moet zijn van /_ ACB, 
m.a.w. dat P het middelpunt van den ingeschreven cirkel is. 

c). Begin als in a). De meetkundige plaats van de punten 
waarvoor de som van de kwadraten der afstanden tot A 
en tot B standvastig is, is een cirkel die het midden D 
van AB tot middelpunt heeft; de som van de kwadraten 
van CA en CB is dus maximum als C het raakpunt is van 
den cirkel PC met een cirkel die D tot middelpunt heeft, 
Hieruit blijkt dat P het zwaartepunt van den driehoek 
moet zijn. | 


Tweede oplossing van E. A. J. H. Modderman. 


ad. Zijn de lengten van de 3 lijnen a, b en c, de hoek 
tusschen a en ba, tusschen b en c £, tusschen c en a y, 
dan wordt het dubbele oppervlak van den driehoek voor- 


gesteld door : ab sin. at besin. B +ecasin.y . . . (1) 
terwijl: ad Bty=360 
moet zijn. 


Om de waarde vane, 2 en y te vinden, moet men (l) 
naar « en @ differentieeren, erop lettende dat y volgens 
(2) van « en / afhangt. Die differentiaal-quotiënten heeft 
men == 0 te stellen. Dat geeft: 

ab COS. «a — Cad COS. y = 0 
be. COS. B — ca COS. y == Û 

Dus: b cOS. a=ccO8. y en b cos. / =a cos. y. 

En dus ook: (ls GOS NE RGOR NS 
welke drie voorwaarden uitdrukken, dat de 8 lijnen a, b 
en c loodrecht op de overstaande zijden van den driehoek 
moeten staan; m.a.w. de groepeering moet zóó zijn, dat 
het gegeven punt hoogtepunt van den driehoek wordt. 

b. Gaat de lijn a naar het hoekpunt A van den driehoek, 
b naar B, c naar C, dan is: 


AB=Watdb?—2abeo.e 
BC = Wb: 4e? — 2 be cos. B 
GA = We're cos. y. 
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De som van deze 3 zijden moet maximum zijn, de diffe- 
rentiaal-quotiënten naar « en £ dus weer = 0 zijn. Dit 
geeft de vergelijkingen : 


1 , 1 
EN: 2 ab SM « — GX: 2 casin.y=0 
1 1 
5 BC 2 be sin On 2 ca sin. = 0. 
Desh absin.e« _ casin.y _ be sin. £ 


De teller van elk dezer breuken stelt den dubbelen in- 
houd voor van een der driehoeken, waarin de driehoek 
door a, b en c verdeeld is. 

De noemers dier breuken de. bijbehoorende basissen 
zijnde, drukt dus de voorwaarde uit, dat de afstanden van 
het gegeven punt tot 3 zijden even groot moeten zijn ; 
m.a.w. de groepeering moet zóó zijn; dat het gegeven 
punt middelpunt van den ingeschreven cirkel wordt. 

c‚ De som van de quadraten der zijden volgt onmiddel- 
lijk uit het voorgaande geval. Zij is nl. 

2 ta? Hb? HC? — ab eos. « — be COS. B — Ca COS. y \. 

Wederom naar « en @ differentiëerende, en den factor 
2 weglatende, komt er: 

ab sin. « — ca sin. y = 0 
be sin. 2 — ca sin. y = 0. 

Dus: ab sin. «—= be sin. 2 = ca sin. y. 

Deze voorwaarde drukt uit, dat de 3 driehoeken, waarin 
de driehoek verdeeld is, denzelfden inhoud moeten hebben, 
elke dus !/, van het geheel. Het gegeven punt moet dus 
zwaartepunt van den driehoek worden. 


Opmerkingen van B.J. W. Reuser. 


Verlengt men de lijnen a en b (door de hoekpunten A 
en B gaande) tot ze de overstaande zijden van den drie- 
hoek snijden in P en Q,‚ en noemt men de verlengden x 


en y,‚, dan is Ae zn OU A eran CLOS 
Dr ON rte OE Oee, 
Dn AS ENE A AE CE 


Verder is: QC? =c*—y?, en BC? = BQ? + QC* =(b +4)? + 
(et —yd=b" HLby Het, 
of met behulp van (1): BO = 5? +2arte? . (3). 
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Uit (@) en (3) volgt: Vbo bi Zaat Cc? (4) 
welke geeft: 
Zar? +(a? Hb? He)? —b? et =0. 

Daar deze vergelijking altijd een positieven wortel heeft, 
is de oplossing van het vraagstux altijd mogelijk. 

b. Neemt men den sinus van d> helft van een der hoe- 
ken van den driehoek als onbekende, dan kan men een 
derde machtsvergelijking opstellen, die altijd een wortel 
heeft tusschen O0 en + 1, zoodat de oplossing van het 
vraagstuk altijd mogelijk is, 

c. Zijn de zwaartelijnen van een A: Za, Zs en Ze, dan 
heeft men: 


3 (a* Hb? 4Ce2)= 4(23 + Zj + Zi). 
Is dus de som van de kwadraten van de zijden een 


maximum, dan is tegelijkertijd de som van de kwadraten 
der zw. lijnen max. 


VRAAGSTUK 2. 


Vier lijnen van gegeven lengte om een punt te groepeeren, 
zoó dat het tetraëder dat de vier miet gemeenschappelijke 
witeinden tot hoekpunten heeft : 

a). maxinwvm inhoud heeft, 

b). een maximum bereikt in de som van de kwadraten der 
ribben. C.A CEO 


2. Opgelost door C. CIKOT, W. GISOLF, E. A. J. H. 
MODDERMAN. 


Oplossing van C, A. Cikot. 


a). Als in Ie blijkt dat P orthocentrum zijn moet. 
b). Als in Ie blijkt dat P zwaartepunt zijn moet. 


Oplossing van W. Gisolf. 


a. Wat in Ie over cirkels is beweerd, geldt hier voor 
bollen. Geheel dezelfde redeneering is toe te passen, het 
hoogtepunt van den tetraëder moet met O samenvallen. 

b. Dit vraagstnk komt er blijkbaar zooals in 1 c op neer, 
de meetkundige plaats te bepalen van alle punten in de 
ruimte, waarvan de som der kwadraten tot 3 gegeven 
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punten constant is. Uit de formule voor de zwaartelijn 
van den top naar het grondvlak van een tetraëder 
nn en Dat fj rg ref) 

waarin 7), 7, 73 de opstaande ribben, 7, 7, 7 de zijden 
van het grondvlak voorstellen, volgt, dat die meetkundige 
plaats een bol is met het zwaartepunt van het grondvlak 
als middelpunt. 

Gemakkelijk is nu in te zien, dat O het zwaartepunt 
van den tetraëder moet zijn. 


VRAAGSTUK 8. 


Op een vaste middellijn van een cirkel als zijde beschrijft 
men harmonische vierhoeken (d.z. vierhoeken waarin de pro 
ducten der paren overstaande zijden gelijk zijn); bepaal de 
meetkundige plaats van: het snijpunt der diagonalen, het 
snijpunt van de twee zijden die aan de middellijn grenzen, 
het brandpunt van de ingeschreven parabool enz. 

A KOT: 


Opgelost door C. CIKOT, K. v. DINTER, E. A. J. H. 
MODDERMAN, B. J. W. REUSER. 


Oplossing van C. A. Cikot. 


Laat de middellijn AB == 2 R zijn, terwijl verder in 
den bedoelden vierhoek ABCD /_ CAB == «, / DBA = 2 
is. Nu is: 

BC=2Rsine, 4D =2Rsing en DC=2R cos (a + 6), 

Omdat de vierhoek harmonisch is, heeft men: 

4 R? cos(a 4 2)=4R?sinasin 2, waaruit cos a cos 2 = 
2 sin «asin @, of tgatg £2= 4 (1). 

Zij S het snijpunt der diagonalen, H het voetpunt der 
loodlijn uit S op de middellijn, K het snijpunt van die 
loodlijn (welke door het snijpunt der lijnen AD en BC 
gaat) met den cirkel, dan heeft men: KH? = AH. HB en 
SH°—4 AH. HB {uit 1}, dus SH =4v/ 2. HK; de ordi- 
naten van de punten op den cirkel worden dus alle ver- 
kleind in reden van y/ 2 : 1, de meetk. pl. van de punten S 
is dus een ellips. die de middellijn tot groote as heeft. 
/ GAB =90° — 4, /, GBA =90° — ae, dus 

tg GAB. tg GBA == cotg £.cotg « = 2, waaruit blijkt 
dat het snijpunt der lijnen AD en BC een ellips doorloopt, 
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die AB tot kleine as heeft, en gelijkvormig is met de voor- 
gaande. | 

Als DC en AB elkander in KE ontmoeten, dan raakt EK 
aan den cirkel, dus ES en EG omhullen de twee ellipsen. 
Daar MF (F == brandpunt v/d ing. parabool) 1 EG, door- 
loopt F een lemniscaat. 


VRAAGSTUK 4. 


Welken stand moet een koorden-vierhoek ten opzichte van 
een bepaald plat vlak hebben, opdat zijn projectie daarop- 
weêr een koorden-vierhoek zij? 

C. A. Crkor. 


Opgelost door C. CIKOT, W. GISOLF, E. A. J. H. 
MODDERMAN, B. J. W. REUSER, P. VISSER, 
C, WAFELBAKKER. 


Oplossing van C. A. Cikot. 


’tIs bekend dat in een koordenvierhoek de lijnen welke 
de hoeken tusschen de overstaande zijden middendoor 
deelen, loodrecht op elkander staan, en omgekeerd. Nu is de 
projectie van een rechten hoek wêêr een rechte hoek als 
een van zijn twee beenen evenwijdig is met het pro- 
jectie-vlak ; derhalve moet de bissectrice van een van de 
twee bedoelde hoeken evenwijdig met het projectie vlak zijn. 
(Interessant zou het zijn de meetk. plaatsen van de merk- 
waardige punten in de projecties na te gaan als men den 
oorspronkelijken vierhoek om zoo’n bissectrice laat wentelen). 


Oplossing van W. Gisolf. 


Door vier punten kan een geheele reeks kegelsneden ge- 
bracht worden. Zijn deze vier punten op een cirkel ge- 
legen, dan hebben al deze kegelsneden twee onderling 
loodrechte richtingen tot as-richtingen. Dit volgt uit de 
eigenschap, dat als van een bundel kegelsneden twee de 
as-richtingen gemeen hebben, alle andere diezelfde as- 
richtingen bezitten. En dit is bij den bundel, die door vier 
cirkelpunten gaat, het geval ; neemt men bv. de diagonalen 
als ontaarde kegelsnede, dan zijn de bissectricen van den 
diagonaalhoek, behalve assen van de ontaarde kegelsnede, 
ook assen van den cirkel. 
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Neemt men nu in aanmerking, dat als een rechte cirkel- 
cilinder door een plat vlak gesneden wordt, de as-richtingen, 
evenwijdig resp. loodrecht staan op de sniĳlijn van dat 
vlak met de loodrechte doorsnede, dan is de oplossing 
onmiddellijk gegeven. 

Men trekt nl. de bissectricen van de diagonalen van den 
koordenvierhoek en zorgt, dat een dier bissectricen even- 
wijdig loopt met het projectievlak. Dit is klaarblijkelijk 
de eenige conditie; overigens kan het vlak alle willekeu- 
rige standen innemen, altijd zal zich een der ellipsen van 
den bundel als cirkel projecteeren. 


Oplossing van E. 4. J. H. Modderman. 


Zij de vierhoek ABCD, zijne projectie A'B'C'D’, de hoek 
van beide vlakken v. 

Daar de inhoud van een driehoek het halve product van 
2 zijden en den sinus van den ingesloten hoek is, is: 


E 2 A ABD 
sin. Â EETSCIAT AD’ 
| 2 A BCD, 
WEL se ED 


Daar A en C samen 180° zijn, dus de sinussen gelijk, is: 


A ABD A BCD 
EBD BO CD 
Wil de projectie weer een koordenvierhoek zijn, zoo 
moet ook sin. A’ = sin. C' zijn, dus: 
A A'B'D' DD 
ABAD: BOX 0D 
AAB'D A B'G!D! 
AEEA BED 
zoo komt er bij deeling van (2) op (1), met weglating van 
‘den factor sec. b: 
AB, AD BO CD 5 
AB AD BE CD’ 
Uitgaande van de hoeken B en D zou men op gelijke 
AB BO AD OD ’ 
AB BO 1D CD 


(1) 


(2) 


Daar nu: GOS UR 


wijze krijgen: 
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Door vermenigvuldigen van (8) met (4) blijkt, dat : 
A'B'N\? C'D'\? 

AB Jan Can 

en door deeling van (3) door (4) 


A’ ee (eo): 


Maakt nu eene lijn / in een vlak een hoek p met de 
gemeene doorsnede van dit vlak met een ander vlak, ter- 
wijl de hoek tusschen die vlakken w is, en de projectie van 
lop ’ttweede vlak !/, dan is: 


(7 = 1 — sin? p sin? v. 
“Zijn de hoeken, die AB, BC, CD en DA met de door- 
snede maken p, p‚, @3 en p, dan moet dus: 
Sin; 0 Sins OOS OD 
Maar omdat de vierhoek koordenvierhoek is, moet: 
— 0, TP — Pz HP, = 180P + 7. 3600, 
Men besluit uit deze 3 voorwaarden, dat: 


n= — es te Ont 1) 1800, 

pe A LD 
of: n= — eg + An X 1800, 

== tE (@n + 1). 180°, 


p 
als » telkens een geheel getal is. 

Dus moet Cor Ar 2) Sen 
(2 za pa) eN X 90°, 


sof sof 


of omgekeerd. 


Nu is 4 (oF en) dr -(2 dr 1) XK 0OP A0 HOLME 
deellijn van den hoek tusschen AB en CD met de doorsnede 
der vlakken maakt, + (pa —k p4) + (2n + 1) X 90° de 
hoek, die de deellijn van den hoek tusschen BG en AD 
met die doorsnede maakt. 

Van die deellijnen moet er dus ééne // met de doorsnede - 
loopen, de andere er | op staan. Dat die deellijnen een 
rechten hvek vormen, is overigens eene bekende eigenschap. 

De voorwaarde is onafhankelijk van b. De hoek, dien 
de vlakken met elkander maken is dus onverschillig, mits 
hij slechts van 90° verschilt, daar in dat goval de projectie 
van den vierhoek eene lijn wordt. 
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Als voorwaarde dat de projectie koordenvierhoek wordt 
is gesteld, dat de sinussen der overstaande hoeken gelijk 
moeten zijn. Ken parallelogram voldoet aan diezelfde voor- 
waarde. Echter kan de projectie van een willekeurigen 
koordenvierhoek nooit een parallelogram zijn, daar snijdende 
lijnen zich snijdend projecteeren., terwijl bij den overgangs- 
vorm: rechthoek, de: voorwaarde ook nog opgaat, zooals 
gemakkelijk is te zien. 


VRAAGSTUK 5. 


Door een punt op de as van een rechten cirkelkegel een 
vlak aanbrengen, zóó dat de doorsnede minimwm-oppervlak 
heeft. | C. A. Crkor. 


Opgelost door C. CIKOT, W. GISOLF, E. A.J. H. 
MODDERMAN. 


Oplossing van 0, 4. Cikot. 


Breng door het punt een vlak loodrecht op de as, dan 
bepaalt dat vlak de minimum-doorsnede; dit blijkt onmid- 
dellijk als men een bol aanbrengt die het kegelvlak raakt 
volgens den cirkel van doorsnede. 


Oplossing van W. Gisolf en EK. A. J. H. Modderman. 


Men denke zich door het punt P op de as een willekeurig 
vlak aangebracht, echter zoo, dat de doorsnede een ellips 
is. Ken vlak W aangebracht door den top en de groote 
as der ellips staat loodrecht op het vlak van de ellips. 
In het punt P denke men zich de loodlijn op dit vlak W 
opgericht, die den kegel in de punten T, en T, snijdt. Om 
deze. lijn. als as laat men het vlak der ellips draaien. 
Zijn a de halve groote as en b de halve kleine as dan 
is de inhoud dier ellips mz a b. Gemakkelijk ziet men in, 
dat blaltijd grooter is dan en ten hoogste gelijk kan zijn 
aan PT. Dit laatste heeft plaats als de doorsnede een 
cirkel is; dan is ook tevens a een minimum, zoodat de 
cirkel met P tot middelpunt de kleinste der P bevattende 
rn is. 

VRAAGSTUK 6. 

8 Zi en S a enz. zijn axiaal tegenover elkander liggende be- 
schrijvende lijnen van een rechten curkelkegel,, aan de eene zijde 

Wiskundig Tijdschrift le Jaarg. 9 
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begrensd door den top, ee de Le door een snijdend vlak 


ABC, ... abc; bewijs dat enz. constant. 


C. Á. Cikor. 


Opgelost door O. BENING, C. A. CIKOT, W. GISOLF, E. A. 
J. H. MODDERMAN, C. WAFELBAKKER. 


Oplossing van C. A. Cikot en W. Gisolf. 


Zij in A SAa:/ ASa==a«, en M het snijpunt van de as 
met het snijdend vlak. Door op twee manieren het opper- 
vlak van \ ASa op te schrijven, vindt men: + AS. Sa sin « 
—=4SM sin a X (AS +aS), waaruit na herleiding: 

1 ead 
RE 


1 
STA SB T So 


1 
ee COSM, SM == constant. 


Oplossing van 0, Bening. 


Zij P het snijpunt van de as des kegels met het snijdende 
vlak ABC...abc. In het vlak SAa is SP de bissectrice van 
den hoek door de beschrijvende lijnen SA en Sa gevormd; 
eveneens is in het vlak SBb de lijn SP de hissectrice van 
een even grooten hoek door de lijnen SB en Sb gevormd. 
Door draaiing om de as kan men de vlakken SAa, SBb 
enz. laten samenvallen, terwijl de gelijke hoeken elkaar 
zullen bedekken. We krijgen dan een willekeurigen hoek 
S en uit een willekeurig punt P van de bissectrice twee 
willekeurige lijnen getrokken, die de beenen in de punten 
A, a en B, b snijden. Door toepassing van de eigenschap. 

Neemt men op de bissectrice van een hoek aSA een wille- 
keurig punt P en trekt daardoor ci nlt lijn, die de 


beenen in A en a snijdt, dan zal Ie —J En onafhankelijk 
zijn van de richting der lijn aA, 
blijkt nu terstond, dat 
1 1 
SK + nn ie SD == constant. 


VRAAGSTUK 7, 


In een willekewrig octaëder het grootste parallellepipedum 
te beschrijven. 
C. A, Cikor., 
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Opgelost door C. CIKOT, W. GISOLF, E. A. J. H. 
MODDERMAN. 


Oplossing van C, A. Cikot. 


De ribben moeten evenwijdig zijn aan de (elkander krui- 
sende) diagonalen Aa, Bb,en Cc; als nu DEFG een paralello- 
gram is, beschreven in den scheeven vierhoek BC be, en men 
verbindt A en a met de hoekpunten van dat paralellogram, 
dan geven de snijpunten van de verbindingslijnen met vlak- 
ken evenwijdig met dat paralellogram de hoekpunten van een 
paralellepipedum, mits die vlakken bedoelde lijnen in de- 
zelfde reden verdeelen. Als het oppervlak van bedoeld 
paralellogram G is, en genoemde verbindingslijnen worden, 


van den top, afgerekend, op z van hunne lengte gesne- 


den, dan vindt men voor het grondvlak van het paralelle- 


pipedum g = 5: zijn hoogte is De H, als H voorstelt de 
som van de afstanden van A en a tot DEFG ; de inhoud 


Ank GH. Nu kan men 
” 


van het paralellepipedum is dus: 


eerst nagaan wanneer die uitdrukking maximum wordt 
als G standvastig is; door differentieëring {of elementair 
2 (n — 1) se oant Ame 1 


tam max. als X — X 

n n° zis n n 

2(l — ==); de som dier factoren is constant, dus het pro- 
3 1 1 j 

duct wordt maximum voor De Tk CH Er Jo vindt men 


n= 8. G is verder maximum als D, E‚ F en G op de 
middens van BO, enz. liggen ; hieruit blijkt dat het paralelle- 
pipedum de zwaartepunten van de zijvlakken tot hoek- 
punten heeft. 
Oplossing van E. A. J. H. Modderman. 

Zijn A en B twee overstaande hoekpunten van het 
octaëder, C, D, E en F de 4 andere, dan zal men een 
ingeschreven parallelopipedum op de volgende wijze kunnen 


construeeren: | Pad 
Verdeel CD, DE, EF en FC elk in 2 stukken, die zich 
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verhouden als p:qg, q:p, p:q en g:p. De verbindings- 
lijnen van die punten zullen dan een parallelogram vormen, 
waarvan de zijden // de diagonalen CE en DF loopen, 
terwijl de zijden van het parallelogram zullen zijn: 


q m DP 
Dn C E en 4 
pg X pg ee en 
Verbind de 4 deelpunten met B en A, en verdeel die 8 
lijnen in 2 stukken, die zich verhouden als 7: s, zoodanig 
dat het aan 7 evenredige deel aan een der toppen B of A 
grenst. De zoo verkregen 8 punten zullen hoekpunten zijn 
van een parallelopipedum, waarvan de ribben // loopen 
aan de diagonalen van het octaëder, en EN zijn aan: 
r q ie 
nr X P+ KE Bar es B Ann 


S 
en: | r Es MX AaB: 
P 


Door pi en — alle mogelijke waarden te geven zal men 


alle mogelijke parallelopipeda verkrijgen. 

Daarin zijn de hoeken tusschen de ribben constant, de 
inhoud is dus evenredig met het gedurig product van 8 
ribben, die in één punt samenkomen, d.i. met: 


DIK ES 

ee X AB XxX CH Xx DF 

(Pho) La 9) 
AB, CE en DF zijn constant. Om het max. p. p. te krijgen 
moet dus Jh 

(Lite 0 AL 

maximum worden, als men 5 door z, — door 4 voor- 
stelt; v en y kunnen onafhankelijk van elkander variëeren, 


dus moet afzonderlijk : —__— en ——- maximum worden. 
A al ii) ven dede 


Door differentiëeren vindt men gemakkelijk, dat hiertoe 


L= = 5 ikl ge + moet worden. 
Beschouwt men nu bijv. het zijvlak BCD, dan vindt men 
het hoekpunt van het p.p. in dat vlak gelegen, door. B 


te verbinden met het midden van CD (daar 5 == 1) op 
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die lijn een punt te bepalen, waarvan de afstanden tot B 
en het snijpunt met CD zich verhouden als 2: 1 (daar 


s 


r 

Dit punt is blijkbaar het zwaartepunt van A BCD. Zoo 
zullen ook de 7 andere hoekpunten van het p. p. de zwaarte- 
punten van de zijvlakken van het octaëder zijn — wat 
wegens analogie tusschen octaëder en vierhoek te ver- 
wachten was. 


En 


VRAAGSTUK 8. 


In een octaëder, waarvan de diagonalen elkander loodrecht 
kruisen, een kubus te beschrijven. 
CG. A. Crkor. 


Opgelost door C. A. CIKOT, W. GISOLF, E. A. J. H. 
MODDERMAN, P. Tr. v. D. VEN, 


Oplossing van CO, A. Cikot. 


Laat de tegenoverliggende hoekpunten zijn : A, a, B, ben 
C‚e; nu kan men in den scheeven vierhoek BC be, wiens 
diagonalen elkander loodrecht kruisen, (t zij algebräïsch, ’t zij 
door de methode van de gelijkvormigheid) een vierkant be- 
schrijven ; de hoekpunten A en a worden met die van het 
vierkant verbonden. De vraag is nu teruggebracht tot deze : 
op de acht opstaande ribben van eene dubbele pyramide, 
die een vierkant tot grondvlak heeft, de hoekpunten van 
een kubus te construeeren, als men nog weet dat de twee 
toppen in ééne loodlijn op het gemeenschappelijk grondvlak 
liggen. Daartoe beschrijft men op dat grondvlak als grond- 
vlak een kubus; de methode der gelijkvormigheid (waarbij 
een der toppen als gelijkvormigheids-punt dient) geeft dan 
den gevraagden kubus. | 


Oplossing van W. Gisolf. 


Men plaatst den octaëder met één diagonaal verticaal 
en beschouwt het viervlak, dat door de twee horizontale 
diagonalen gevormd wordt. Voóor de oplossing van het 
_ vraagstuk komt het er dus blijkbaar op aan, de middens 
van de niet horizontale ribben zoodanig te verbinden, dat 
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een vierkant ontstaat. Een eenvoudige evenredigheidsbe- 
werking doet weer zien, dat men dan die ribben zoodanig 
moet verdeelen, dat de ‘twee stukken zich verhouden, als 
de niet- aangrenzende diagonalen. 

Verbindt men de vier “punten, aldus verkregen, met ke 
uiteinden van den verticaal gestelden diagonaal dan heeft 
men 8 lijnen verkregen, waarop de hoekpunten van den 
kubus moeten gelegen zijn. 

Stelt men een andere diagonaal verticaal, dan krijgt 
men een ander stel en de snijpunten van het eerste stel 
met het tweede moeten de hoekpunten van den kubus 
vormen. Ook het derde stel lijnen gaan door deze snijpunten, 
zooals met de stelling van de Ceva is aan te toonen, terwijl 
ook de verbindingslijnen dier snijpunten aan de diagonalen 
evenwijdig loopen. 


Oplossing van HE. A, J. H. Modderman. 


Kruisen van een octaëder de diagonalen elkander twee 
aan twee loodrecht, dan doen dit ook de ribben van een inge- 
schreven p. p., hetwelk dan rechthoekig is. We hebben 


dus (Zie Vraagstuk 7) de verhoudingen de en — slechts 


zóó te bepalen, dat de 3 ribben gelijk worden, dus: 
s 


qr pr 
XO X DF == 
GED rs TbrorrsX rra 
We vinden hieruit onmiddellijk : 
0 a s= OE SADE 


VOE X DF 
Voorts: CE + DF Dit od AB: 
CE x DF 
D pe 7 == rennen 
us 0 AB CE + DF 


Beschouwt men nu bijv. het zijvlak BCD, dan ontstaat 
het hoekpunt van den kubus, in dat vlak ‘gelegen, door 
op CD een punt te bepalen, waarvan de afstanden tot C 
en D zich verhouden als CE tot DF (d.i. als de diagonalen 
die in die hoekpunten uitkomen). Dit punt, G, verbinde 
men met B, en bepale op BG het punt!H, zoodat BH: HG= 


Erne DN 
ABS CE + DF Trekt men CH en DH, waarvan de ver- 
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lengden BD en BC snijden in Il en K, dan kan gemakkelijk 
berekend worden, dat: 


ERR De ADE, 
en BK : CK == AB: CE. 


Dit blijkt ook, als men den kubus anders ontstaan denkt, 
n.l. door in plaats van van de toppen A en B, uit te gaan 
van C en E,‚ en den scheeven vierhoek ADBF, of van D 
en F en ACBE. 

De constructie der hoekpunten is dus deze: 

Men verdeele alle ribben in stukken, die zich verhouden 
als de aangrenzende diagonalen, verbinde in elk zijvlak 
die punten met de overstaande hoekpunten. Daardoor ont- 
staan in elk zijvlak drie lijnen, die elkander in één punt 
snijden, welke 8 punten de hoekpunten van den kubus zijn. 


VRAAGSTUK 9. 


Van A ABC is H het hoogtepunt, M het middelpunt 
en R de straal des omgeschreven cirkels; Ma, Ms, Me zijn 
de middelpunten der cirkels om de driehoeken HBG, HCA 
en HAB. Gevraagd: 

le. Aan te toonen, dat de lijnen AM4, BM 5, CM elkan- 
der halveeren in het middelpunt O van den negen-punts- 
cirkel van A ABC; 

2e. Te bewijzen: AM a? + BM3? + CM’ + MH*—=12 Rh? 


C. KREDIET. 


Opgelost door Mej. J. BLEEKER, K. v. DINTER, W. GISOLF, 
C. KREDIET, E. A. J. H. MODDERMAN, P. Tu. v. D. VEN. 


Oplossing van C, Krediet. 


De vier cirkels M, Ma, Ms en Me hebben gelijke stralen. 
De vierhoeken H Ms A Me, HM-BMa, H Me CMs evenals 
MBM„,C, MCMsA, MA M,B zijn derhalve ruiten. De acht 
punten A. B, C, M, H, Ma, Ms en M‚ doen onmiddellijk 
denken aan ‘de teekening van een parallelopipedum. De 
vier „diagonalen” A Me, B Ms, CM, en M H halveeren dus 
elkander in het midden O van MH, dus in het middelpunt 
van den negen-puntscirkel. De stelling: de som van de 
kwadraten der diagonalen is gelijk aan de som van die 
der ribben geeft dan: AMa4*+BM5?*+CM*+MH?==I2R?, 
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Vraagstukken. 


(Oplossingen kunnen worden ingezonden aan iden Hoofd: 
redacteur ; die van vr. 10 t/m 19 voor -25 April, en die van 
vr. 20 t/m 29 vóor 25 Mei 1905. Nieuwe opgaven, vergezeld 
van de oplossingen, worden gaarne verwacht. 

Verzoeke het papier slechts aan één kant te beschrijven). 


10. Wanneer in den boldriehoek A BC de boog AD-van 
een grooten cirkel, die het hoekpunt A van den driehoek 
met het midden D der overstaande zijde verbindt, gelijk 
90° is, zal de som der zijden AB en AC gelijk 180° zijn. 

Bewijs dit en toon tevens aan, dat men dan voor de 
spherische stralen r en R der in en om dien driehoek 
beschreven cirkels heeft : ad 


Tg 24 
RE q À B Ze 
Tg r == COS 5 Tg EL Loan EEK, 
Ë Ie de 
Examen asp. landm. 1904 (Zie bl. 124). O. BENING. 


11, Bewijs, indien p, q en r de bogen van groote cirkels 
zijn, die de middens der zijden a, b en c van een boldrie- 
hoek verbinden, 

COS Pr Are COS) OCO: 


COS HO ANT COg De ORUE LE: 


O. BENING. 


12. A, B, C en D zijn vier punten in eene rechte; A’, 
B, Cen D’ de vier overeenkomstige punten in de inverse 
figuur, 

Bewijs, dat: 

ACHBD AOL 
AB, OD ver AZB'es0DE | 
| O. BENING. 


18. Bewijs, dat 22% +22 +1 deelbaar is door 7, indien » 
geen drievoud is. 
O. BENING. 


14. Bewijs, dat pv — 2 Xx SP + 1 deelbaar is door p, 
als p een ondeelbaar getal voorstelt. O. BENING. 
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0015, De zijden ‘van een ‘zesvlakkenhoek raken aan een 
kegeloppervlak van den den graad. Een vlak aantebrengen 
dat met de ribben hoeken maakt waarvan de som maximum is. 
(Met den hoek tusschen lijn en vlak wordt hier de scherpe 
een Je 

C. A Crkor. 


16. Als een zeszijdige pyramide in een kegeloppervlak 
van den 2de graad beschreven is, kan men haar zijde- 
lingsch opper vlak snijden. volgens een zeshoek waarin de 
overstaande zijden evenwijdig zijn, en omgekeerd. 

CG. A. Cikor. 


RIZR LATE men door een punt binen een tetraëder vlak- 
ken aanbrengt evenwijdig met de vier zijvlakken, worden 
er binnen het lichaam vier tetraëders gevor md; dat punt 
zóó te bepalen dat de som van die vier minimum is. 
GaAs CIKOT. 


18. ik een zelfden cirkel kan men onbepaald veel vier- 
hoeken construeeren met dezelfde hoeken ; den maximum- 
vierhoek te bepalen. 


C. A. Crkor. 
19. Door drie punten P,, P,, Ps, der gelijkzijdige hyper- 
bool # 4 == k* legt men een cirkel, die haar nog in P, 


snijdt. Bewijs, dat het tweede uiteinde van de middellijn 
der hyperbool, welke door P, gaat, het hoogtepunt is van 
driehoek P, P, P.. K. v. DiNTer. 


(Dit vraagstuk is in 1904 opgegeven bij het examen 
M. 0. K,. Zie blada. /24) 


20. In een ellips trekt men  ordinaten en beschrijft 
„daarop als middellijnen. cirkels. Gevraagd naar de enveloppe 
dezer cirkels. Tevens te bepalen, hoever de cirkels reëel 
contact hebben met de enveloppe. | 
K, v. DINTER. 


21. Van een driehoek ABC zijn gegeven de zijden AB 
‚en BC en de hoek B, terwijl AB > BC is. 

Men vraagt den hoek A en den logarithmus van de zijde 
AC, in die gegevens uitgedrukt, te ontwikkelen in een 


C 
AB 
E, A.J. H. MODDERMAN. 


reeks naar de opklimmende machten van 
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(De reeksontwikkeling van / A vindt toepassing in de 
Geodesie bij het tot het centrum herleiden van excentrisch 
gemeten hoeken ; BC is dan altijd zeer klein ten opzichte 
van AB, zoodat ten hoogste twee termen van de reeks 
voldoende zijn. Men leidt die twee termen gewoonlijk op 
andere wijze af, dan door de reeksontwikkeling, die hier 
gevraagd wordt.) 


22. Een cirkel te construeeren die twee gegeven con- 
centrische cirkels onder gegeven hoeken snijdt, en door 
een gegeven punt P gaat. J. H. MULLER. 


(Dit vraagstuk deed zich voor bij de constructie van 
een centrifugaalpomp, waarvan de in- en uitwendige stralen 
gegeven waren, en waarbij de schoepen moesten gecon- 
strueerd worden onder gegeven hoeken met die cirkels, 
om een goede in- en uittrede van het water te verzekeren.) 

Rep. 


23. Men vraagt een elementair meetkundig bewijs voor 
de stelling, dat bij de gelijkzijdige hyperbool de middel- 
puntsstraal middelevenredig is tusschen de beide voerstralen. 

Dr. N. Quint. 


24, Men vraagt een elementair meetkundig bewijs dat 
in een kegelsnede de projectie der normaal op een voer- 
straal gelijk aan den halven parameter is. 

Dr. N. Quint. 


25. Als men de loodlijnen uit een punt van den om- 
geschreven cirkel op de zijden van den driehoek neerge- 
laten een zelfden hoek « laat draaien, liggen de snijpunten 
met de zijden op een rechte (de z.g. algemeene Wallace 
lijn). Men vraagt te bewijzen dat de som der kwadraten 
der segmenten van twee algemeene Wallace lijnen gecon- 
strueerd uit de uiteinden eener middellijn, voor een zelfde 
waarde van « constant is. Dr. N.- Que: 


26. Bij zijn Note (zie: Uit Buitenl. Tijdschr. bl. 116) 
voegt Hilton de opmerking: This method also gives the 
locus of intersection of two perpendicular lines, each of 
which touches one of two confocal conics. Men vraagt dit 
aan te toonen. Dr. N. Quint. 


27, Bewijs, dat van alle vierhoeken, die dezelfde zijden 
in dezelfde volgorde bezitten, de koorden-vierhoek het 
grootste oppervlak heeft. B.J. W. REUSER. 
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28. Een oneindig aantal bollen raken elkander in een- 
zelfde punt. Uit dat punt als middelpunt beschrijft men 
twee bollen met willekeurigen straal, die op elk der eerst- 
genoemde bollen een schiĳfoppervlak bepalen. Bewijs dat 
die schijfoppervlakken alle evengroot zijn. Eel VAES. 


29. ABCD is een bolvierhoek, beschreven in een cirkel. 
Dea BO 0 OD zee, DA=d'teepherisch exce8-vän 
A ABCE, dat van A ACD =H. Bewijs de formule: 

tg 1/, (E + EK) of tells ate, bte! cte Wed 
tg ‚/4 (B — Hij) tg '/atg'/,b—tg'/octg!/, d 
J.N, VISSCHERS. 


Vraag en Jntwoord. 


Antwoord op vraag {. Het bedoelde vraagstuk met soort- 
gelijke andere wordt behandeld in: „Elements d’'Algèbre 
par Léonard Euler, traduits de l' Allemand par J. G. Garnier. 
Tome Second (Analyse indéterminée) pag. 268. Question 
deuxième”, H. GOUWENTAK. 


Antwoord op vraag 4. 

Een gedeeltelijke oplossing der vraag is: 
eN rdt er gr EP Eg PE 1D AT 
tgene grt Op grs pinr 6 HT 
re P geet Pr bgn FE 
+8r°)?. 

Ze geeft echter wellicht niet alle oplossingen, geeft ook 
negatieve oplossingen, en zeker ook wel voor verschillende 
p, q, r dezelfde oplossing meermalen. 

Derrr. W. MANTEL. 


Vr. 5. Een orthocentrisch viervlak heeft twee bollen die 
hem eigen zijn: een 24 punts-bol en een 12 punts-bol; raakt - 
een van die twee bollen ook merkwaardige andere bollen ? 
(Zoo ja, dan zou er dus analogie bestaan met den negen- 
punts-cirkel.) | C. A. Crkor. 


Vr.6. Is de volgende reeks driehoeken al eens onderzocht ? 
De driehoek, die tot hoekpunten heeft de middens der: zijden 
van den oorspronkelijken, wordt tot voetpunts-driehoek van 
een anderen gemaakt; de middendriehoek van dezen weer tot 
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voetpuntsdriehoek van een derden, enz. Al deze driehoeken 
hebben een zelfden negenpunts-cirkel, en tot limiet een 
geliĳkzijdigen. Me dunkt, in die richting is ook een bewijs 
voor het theorema van Feuerbach te vinden. C.A. Cikor. 


Vr. 7. Met het voorgaande vraagstuk verwant is dit: De 
reeks driehoeken onderzoeken die op de volgende wijze 
ontstaan: Een driehoek is in een cirkel beschreven; de 
middens van de drie bogen worden tot hoekpunten van 
een nieuwen driehoek. genomen, enz. Welke eigenschappen 
heeft deze reeks? (De limiet van die veranderlijke drie- 
hoeken is een gelijkzijdige ; het middelpunt van den inge- 
schreven cirkel van den eenen is hoogtepunt in den vol- 
genden.) C. A. Crkor. 


Vr. 8. Onze leerboeken vermelden zonder uitzondering, dat 
de standaardmeter in de Staats-archieven te Parijs bewaard 
wordt; in welk gebouw bevinden zich deze? 

Ienorus te W. 


Antw. Het prototype van den Meter is niet te Parijs 
maar te Saint Cloud. Het Pavillon de Bretueil gelegen aan 
den ingang van het park is in 1875 door de Fransche 
regeering ter beschikking gesteld van het Bureau interna- 
tional des Poids et Mesures. In de kelders van dit gebouw 
is het kostbare stuk opgeborgen. 


Vr.9. Waar zijn inlichtingen te vinden over de methode 
van Mascheroni. late | P. te B. 


Antw. Het werk van. Mascheroni „La geometria del 
Compano”’ is reeds lang uitverkocht, zoo mede de Fransche 
en Duitsche vertalingen, Echter kan men goed ingelicht 
worden over de methode van Mascheroni door Hutt, Die 
Mascheronische Konstructionen, verschenen bij Selomidt te 


Halle in 1880. Q. 
Vr.10. Is er een meetkundig bewijs te geven voor de 
formule sin 3a=38sina —4sin* a? Ate 
Antw. Zie Goniometrische studie door F. J. Vaes, 
Gorinchem J. Noorduyn en Zoon, 1896, bl. 52. bj 
Vr. 11. Waar vindt men een volledige behandeling van het 
raakproblema van Apollonius ? B. te L. 


Antw. In: Cranz, Das appolonische Berührungsproblem und 
verwandte Aufgaben, verschenen in Kleyers Encyclopädie 
en afzonderlijk verkrijgbaar. 
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Vr. 12. Welke getallen van den vorm 22° + 1 behalve voor 
n=—=0, 1, 2, 3, 4 zijn ondeelbaar? … y P.te B. 


Antw. Voor n = 5 is de waarde 4294967297 wat gelijk 
is aan 6700417 Xx ‚641: zoo leveren ook n == 6, 7, 12, 23 
86 deelbare getallen. Voor n = 8 enz. is de ondeelbaarheid 
nog niet vastgesteld kunnen worden. 

Vr.138. In een vraagstuk van het Eind-examen van het 


gymnasium te Deutichem werd eens opgegeven de juistheid 
der formule van Heron. voor den inhoud van den regelma- 


tigen vijfhoek in de zijde a uitgedrukt dd 
te onderzoeken. Zijn er nog meer dergelijke benaderings- 
formules van dien schrijver “bekend Er M. te VA 


Antw. In zijn Embadometrika, Hoofdstuk XIII geeft Heron 
de volgende formules 


hat Tl Arrats (juiste waarde 1,720 toate) 
M= 2,200 Bled 8 103 ed) 
tt Oden DBA ARE £ pn "8,683 7 4) 
eer 4,003 dS ( 5 4,828 a?) 
ed — 6,375 de ( ie 08de ed) 
bne Lea 9429 Ge 5 9,308 ror AE) 
bee 42 11250 de weeldil96s. zi 


Vr.14. In een 2n-hoek kan in het algemeen één 2n-hoek 
worden beschreven, wiens hoekpunten in de zijden van 
den eersten liggen, en wiens zijden met die van den eersten 
gelijke hoeken maken, zoodat hij dus een minimum omtrek 
heeft. | 
Heeft de gegeven 2n-hoek echter de eigenschap, dat de 
sommen der afwisselende hoeken aan elkaar gelijk zijn, 
dan kunnen er oneindig veel dergelijke 2n-hoeken in wor- 
den beschreven. 

Zijn van deze veelhoeken, die men „spiegelveelhoeken” 
zou kunnen ! noemen, nog andere eigenschappen bekend ? 

H-v.p: K. 

Antw. Bedoelde veelhoeken zijn behandeld door Steiner: 
Sämmtlicke werke Band II, Uber Maximum und Minimum, 
Erste Abhandlung bl. 177 S 63 vlgd. Een kleine mededeeling 
komt voor in de Verhand. v. h. Zesde Ned. Nat. en Gen. 
Congres, Delft 1897 onder den titel: „Veelhoeken met 
minimum Jomtrek, beschreven in een gegeven veelhoek.” 
— Weet een der lezers nog andere geschriften ? | 

Rotterdam. É F.J VAES 
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Vr. 15. Bestaat er een eenvoudig bewijs voor de eigen- 
schap: De som van de tweevlakshoeken in een viervlak 
is kleiner dan 6 en grooter dan 4 rechten ? 

R. W. E. 

Vr. 16. Welke boeken worden aanbevolen voor de studie 
voor, middelbare acte K.. 

R Me 


Antw. 

Rekenkunde: Versluys of Gravelaar, Leerboek der Re- 
kenkunde; Versluys, Deelbaarheid en Repeteerende breuken. 

Lagere Algebra: Derksen en de Laive, Leerboek der 
Algebra, vier deelen. 

Vlakke Meetkunde: Derksen en de Laive, Leerboek der 
vlakke meetkunde, drie deelen ; 

Molenbroek, Leerboek der planimetrie, één deel; 

Versluys, Methoden bij de oplossing van meetkundige 
vraagstukken ; 

v. Breen, Merkwaardige lijnen en punten in den vlak- 
ken driehoek. 

Stereometrie : Molenbroek, Leerboek der stereometrie, 
één deel ; | 

Corneille Landré, Stereometrische Hoofdstukken (slechts 
enkele onderwerpen hieruit zijn noodig). 

Spoedig verschijnt een Leerboek van Derksen en de Laive. 

Aan te raden voor de meetkunde in zijn geheel: 

Rouché et de Comberousse, Géométrie (Paris, Gauthier 
Villars). 

Driehoeksmeting : Derksen en de Laive, Leerboek der vlakke 
driehoeksmeting ; 

Versluys, Handboek der vlakke driehoeksmeting ; 

Versluys, Bolvormige Driehoeksmeting. 

Beschrijvende Meetkunde: Beelenkamp en Grotendorst, 
Leerboek der Beschrijvende meetkunde, le deel met atlas 
(uitgave van de Kon. Mil. Ac. te Breda) ; 

E. Catalan, Géométrie Descriptive (Paris, Dunod). 

Hoogere Algebra : Lobatto’s lessen over de hoogere algebra ; 

van Aller, Lessen over de hoogere algebra (uitgave van 
de Kon. Mil. Acad. te Breda). 

Aan te raden: Laurent, Traité d'Algèbre (Paris, Gau- 
thier- Villars). 

Analytische Meetkunde : Versluys, Analytische meetkunde 
(als inleiding), en eenige hoofdstukken uit Fiedler (Leipzig, 
Teubner). 

Ha 
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Vr. 17. Waar vind ik een uitvoeriger behandeling van 
den cirkel van Fewerbach dan de gewone handboeken geven ? 
Z. M. 

Antw. Behalve in het artikel van M'cay op bl. 14 ge- 
noemd vindt ge een volledig overzicht in: Geschichten des 
Feuerbachschen Kreises von Julius Lange. (Jahresbericht 
der Werderschen Ober-Realschule zu Berlin 1894). Berlin 
Gaertner’s Verlagsbuch handlung. 

Eene elementaire behandeling van dezen zeer merk waar- 
digen cirkel komt voor in het kleine werkje : Merkwaardige 
punten en lijnen van den vlakken driehoek door A.J. van Breen. 

Á HENDRIK GOUWENTAK. 

Vr. 18. Bestaat er een klein werk, waarin de voornaamste 
kromme lijnen behandeld worden. 

LEED 


Antw. Een werk, dat uitsluitend over kromme lijnen 
handelt is: 

Dr. Gimo Loria, Spezielle algebraische und 
transscendente ebene Kurven, Theorie und 
Geschichte (vertaald door Fritz Schütte); Leipzig, 
Bite Eubner, 1902, 

Het is echter geen klein werk (730 bladz.); de vraag is 
dus nog niet beantwoord. 

Rotterdam. F.J. VAES. 


Correspondentie. 


Rectificatie. De Heer Quint vestigt mijne aandacht op 
het feit dat de afleiding, gegeven op bl. 46 der le afl. 
voor BS, voorkomt in de Math. Gazette van 1877. In het 
Bulletin stond: „Cette démonstration peut-être nouvelle.” 

Op bl. 45, 15r. v. Db. staat bou donner,” moet zijn „où, donner.” 

C. A. Cikor. 


Elementair bewijs voor de voorwaarden van bestaanbaar- 
heid van de wortels der vergelijking x° +px+q=0. 

Ik verwijs den belangstellenden lezer naar de Theorie 
der Algebra door Vorsterman van Oyen. 4de afl. bl. 35 en volg. 

De methode is van Dr. William Rutterford. Het werk 
is uit het Engelsch in het Duitsch vertaald — van welke 
Duitsche uitgave een exemplaar berust in de Bibliotheek 
van het Wisk. Genootschap. H. GOUWENTAK. 


Correctieformule voor de hoogte van den barometerstand. 
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De formule door De Saporta gegeven komt reeds voor 
in Leitfaden der Practischen Physik von Dr. F. Kohlrausch, 
Zesde druk 1887, pag. 65. 

Wellicht is zij reeds in vroegere drukken van dit werk 
te vinden. HENDRIK GOUWENTAK, 


Dieuw verschenen werken. 


c. À. CIKOT. Beginselen der Beschrijvende Meetkunde, 
se druk. Firma--Robijns & Co, ’s Here eN 1904, 
Prijs f 1,25. 

W. MANTEL. Getallenleer. De erven F‚ Bohn, Haar 1904: 

H. SIERSMA Jzn. Vraagstukken over de Analytische 
Meetkunde. Met een aanbevelend woord van Prof. P. van 
Geer. Blom en Olivierse, Culemborg 1904. f 1.90. 

H. SIERSMA Jzn. Oplossingen der Vraagstukken uit het 
leerboek der Analytische Meetkunde van Prof, P. van 
Geer. Blom & Olivierse, Culemborg-1908. f 2.25: 

P. WIJDENES. Leerboek der Beschrijvende Meetkunde, 
3de druk van het leerboek van Prof. Dr. A. J. van Pesch, 
Deventer, Ch. Dixon f 1.20. 

P: WIJDENES. Oefenbladen met 350 vraagstükken: ai 
de beschrijvende meetkunde. Deventer, Ch. Dixon f 1.20. 

C. SPRUIJT Jr. Uitgewerkte vraagstukken voor theore- 
tische mechanica, Delft, J. Waltman Jr. 

C.:SPRUIJT Jr. Uitgewerkte vraagstukken. voor HAER 
paste mechanica, Delft, J. Waltman Jr. 

J.J. VAN LAAR. Lessen over. de lagere algebra, Lo 
deel, Amsterdam, S. L. van Looy, 1904. : 
L/’ ANNUAIRE ‘du Bureau des Longitudes pour. 1905.’ 

Gauthier—Villars, Paris. 1,50 frs. (franco 1.85 frs.) 

… (Dit boekje van 800 bladz. (in—16®) bevat evenals vorige 
jaren een groot aantal opgaven voor den ingenieur en voor 
de wetenschap. De aandacht wordt gevestigd op de ver: 
handeling. van den heer P, Hatt, Explication élémentaire 
des Marées. | 

Een tweetal rekenplaten zijn opgenomen). ks | 

MAURICE d’'OCAGNE. Le calcul simplifié par les pro: 
cédés mécaniques et graphiques, 2e éd. Gauthier. Villars 
Paris, 1905. 
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De Vierhoek en het octaëder in hunne enalogie 


DOOR 


C. A. CIKOT (s-Hertogenbosch). 


II (slot). 


Vierhoek. 


k, Bij een v. gaan de cir- 
kels op de drie diag. als 
middellijnen beschreven. 
door dezelfde twee pun- 
ten. (De middelpunten 
van die cirkels liggen op 
ééne lijn, en de cirkels 
hebben twee aan twee 
dezelfde machtlijn, nl. 
de lijn der orthocentra 
van de vier driehoeken 
die de vier zijden drie 
aan drie vormen). 

Is de v. een koorden- 
v. dan gaat de lijn die 
de snijpunten verbindt 
door het snijpunt van 
de diag. 

l. Bij een koorden-v. 
snijden de raaklijnen in 
de overstaande hoekpun- 
ten elkaar op de buiten- 
diag. 

m. Bij een omgeschre- 
ven v.is de som van een 
paar overstaande zijden, 
gelijk aan die van het 
andere paar. 

n. Bij een omgeschre- 
ven v. gaan de lijnen, 
die de raakpunten op de 


Wiskundig Tijdschrift 1e Jaarg. 


Octaëder. 


k, Bij een o. met elkaar snijdende 
diag. gaan de zes bollen, op de 
drie binnen- en de drie buitendiag. 
als middellijnen beschreven, door 
Gezelfde twee punten ; de lijn, 
welke die twee punten verbindt, 
staat loodrecht op het vlak door 
de middens van de binnen-diag. 
gebracht, en kruist loodrecht de 
lijn waarop de middelpunten van 
de drie laatste bollen liggen, (zie b). 
Immers, noemen we de binnen- 
diag. 1, 2, en 8, en de buitendiag. 
EL, II en III, en beschouwen de 
bollen op 1, 2 en III, dan blijkt 
uit het nevenstaande dat deze 
een cirkel gemeen hebben; be- 
schouwen we nu de groep 2, 3 
en I, dan hebben ook die een 
cirkel gemeen; deze twee cirkels 
liggen op denzelfden bol (no. 2), 
en hun vlakken zijn (in ’t alge- 
meen) niet evenwijdig), dus hunne 
omtrekken hebben twee punten 
gemeen, en deze twee punten 
behooren ook tot de derde groep. 

Is het o. ingeschreven, dan gaat 
bedoelde lijn door het snijpunt 
van de diag. 

l. Bij een ingeschreven o. met 
elkaar snijdende diag. liggen de 

10 


overstaande zijden ver- 
‚ binden, door het snijpunt 
der diag. 

o. Een koorden v. 
waarin het product van 
een paar overstaande 
zijden gelijk is aan het 
product van de andere 
zijden (harmonische vier- 
hoek) ontstaat o. a. als 
men de hoekpunten van 
een vierkant met een 
willekeurig punt in zijn 
vlak verbindt; de tweede 
snijpunten van de ver- 
bindingslijnen met den 
omgeschreven cirkel van 
het vierkant zijn de hoek- 
punten van een harmoni- 
schen vierhoek. 

Be wijs. 

Als ABCD het vier- 
kant, P het punt, en a, 
b, ce en d de tweede snij- 
punten zijn, heeft men: 

AB rand daon 

GD OTT LGE OE 
ab Gd 

ABD De RDE 

PAR 

Eveneens: 

DOP AD KP ReRE 


BB OPD 

MaATS PAK RAB 
PB, enz. en AB XCD = 
BC X AD, waaruit ab > 
cd — be X ad. | 

Het snijpunt der diag. 
in zoo’n vierhoek komt 
overeen met het punt 
van Lemoine in den drie- 
hoek. 
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snijlijnen van de raakvlakken in 
de overstaande hoekpunten twee 
aan twee in het vlak der buiten- 
diag. (volgt uit de overeenstem- 
mende eigenschap van den v.…). 

m. Bij een omgeschreven 0. is 
de som vier zijvlakken, die geen 
gemeenschappelijke ribben hebben, 
gelijk aan de som van de andere 
vier. (Gemakkelijk te bewijzen uit, 
de eigenschap dat in een paar aan 
elkaâr grenzende zijvlakken de 
twee driehoeken die de gemeen- 
schappelijke ribbe tot basis hebben, 
en de twee daaraan grenzende raak- 
punten tot toppen, congruentzijn). 

n. Bij een o. waarvan de ribben 
aan eenzelfden bol raken, en waar- 
van de diag. elkaâr snijden, gaan 
de lijnen welke de raakpunten op 
de overstaande ribben verbinden, 
door het snijpunt der diag. (Uit 
de overeenstemmende eigenschap 
van den v…) 

In zoo’n o. is de som van de 
omtrekken van twee overstaande 
zijvlakken constant. Ook is con- 
stant de som van de hoeken op 
de vier ribben van een zelfde 
diag.-vlak. (Want de vlakken die 
ieder door een van de drie ribben 
van een zijvlak en het middelpunt 
gaan, maken gelijke hoeken met 
dat zijvlak). 

o. Een ingeschreven o. dat tot 
diagonaalvlakken heeft harmo- 
nische vierhoeken, ontstaat door 
de hoekpunten van een regelmatig 
o. te verbinden met een wille- 
keurig punt; de tweede snijpunten 
van de verbindende lijnen met 
den omgeschreven bol zijn de 
hoekpunten van zoo’n o. 


Direct blijkt dat het 
snijpunt der diag. op 
afstanden ligt van de 
zijden evenredig met die 
zijden, Zij ABCD de v. 
en E het snijpunt der 
diag.; laat nu uit A 
loodlijnen neer op BC en 
op CD (of op het ver- 
lengde) dan blijkt dat die 
loodlijnen zich verhou- 
den als AB en AD (uit ge- 
lijkvormigheid van drie- 
hoeken), dus ook als BO 
en CD; voor de afstanden 
van alle punten op AC 
geldt die verhouding, dus 
ook voor E. 

Hieruit volgt 
eerste plaats dat EC 
symmediaan is in A 
BCD, AEin A ABD, enz. 

Noemen we verder AB 
a, en de volgende zijden 
b, cen d, en de afstan- 
den van E tot die zijden 
Ly zen U‚ dan heeft 
men dus 


in de 


Uit de theorie der op- 
pervlakken heeft men in 
’t algemeen voor een wil- 
lekeurig punt binnen den 
vierhoek, met afstanden 
= U, Y, #2 en U tot de 
zijden: avn + by + cz + 
du =2 0, 

(O = oppervl. AB CD). 

Nog heeft men de al- 
gebraïsche idenditeit: 
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Bewijs. 

Laat een diag.vlak van het 
regelmatig 0. zijn ABCD en het 
willekeurige punt P; nu kan men 
P beschouwen als top van een 
scheeven kegel, die tot grondvlak 
heeft den grooten cirkel om ABCD 
beschreven; de kegelmantel snijdt 
het boloppervlak voor de tweede 
maal volgens een cirkel (anti- 
paralelle doorsnede), waaruit blijkt 
dat de tweede snijpunten in één 
vlak liggen; als in nevenstaande 
kolom blijkt dan, dat zij de hoek- 
punten van eenen harmonischen 
vierhoek zijn. 

Het snijpunt der diag. is dat 
ook in de drie diag-vlakken; in 
verband met nevenstaande kolom 
blijkt dus dat O het punt is waar- 
voor de som van de kwadraten 
der afstanden tot de twaalf ribben 
een minimum is. 

De eerste cirkels van Lemoine 
in de drie diagonaal-vlakken liggen 
op een zelfden bol (24 punts bol); 
immers direct blijkt dat hunne 
assen elkaar snijden midden op de 
lijn MO (M middelpunt van den 
omgeschreven bol); verder is ge- 
bleken dat LI (zie fig. bl, 152) even- 
wijdig is met de raaklijn aan den 
omgeschreven cirkel in D en ED 
midden doordeelt; in het diag.-vlak 
dat BD en de derde diag. bevat, deelt 
L'I’ ook ED middendoor en is 
evenwijdig aan de raaklijn in D 
aan den omgeschreven cirkel van 
dien tweeden vierhoek; Llen L'[’ 
liggen derhalve in één vlak 
evenwijdig aan het raakvlak in 
D aan den omgeschreven bol; de 
vier punten L, 1, L’ en Y liggen 


(a? + bede? Hd?) (x? 
ye tut= (ar + by + 
cz J- du)? + (ay — bx)? HJ 
(az — cx? + (au — dx)? 
(be — cy)* + (bu — dy)? 
+ (cu — de)”. In verband 
met het bovenstaande 
blijkt dat 42442422 + u? 
minimum is als: 

BAE DELE 

A 
a DR CNE, 
dat E het punt is waar- 
voor de som van de kwa- 
draten der afstanden tot 
de zijden minimum is. 
Waarde van dat mini- 

4 O2 
atb 


De vaste verhouding 


mum — De 
d2 


my 


wordt voorgesteld door 
1 


2 
hoek van Brocard in den 
vierhoek. 

Als men door E lijnen 
HN, FK, GL en Ol trekt 
evenwijdig aan de zijden, 
geven de snijpunten met 
de andere zijden (niet 
verlengd) acht punten op 
éénen cirkel: het mid- 
delpunt daarvan is het 


waarbij w == 


tg w, 


midden van de lijn die 


het snijpunt van de diag. 
met het middelpunt van 
den omgeschreven cirkel 
verbindt. 


Bewijs. (Zie fig.) 


Vierhoek EIDL is een 
paralellogram, dus ED en 
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dus op een anti-paralelle doorsnede 


(van den kegel die D tot top heeft 


en tot grondvlak den cirkel waarin 
AC en de derde diag. van het 0. 
koorden zijn, d. w.z. zij liggen op 
een cirkelomtrek, en als twee 
cirkels in de ruimte zóó zijn dat 
hunne assen elkaar snijden, en 
dat er op ieder van hunne om- 
trekken twee punten aantewijzen 
zijn die gezamenlijk op een derden 
cirkel liggen, dan hooren die cir- 
kels tot éénen bol. 

Verder zou men nog kunnen 
bewijzen dat de tangenten van 
de hoeken van Brocard in de drie 
vierhoeken omgekeerd evenredig 
zijn met de stralen van de om- 
geschreven cirkels; dat de drie 


De 5 pj 
cirkels van Brocard tot éénen bol 
a 


behooren, concentrisch met den 
24-punts bol, en eindelijk dat de 
eerste cirkels van Lemoine in de 
acht zijvlakken ook tot genoem- 
den bol behooren, “waaruit? dan 


weêr volgt dat de projectie van 
het snijpunt O. der diag. op de acht 
zijvlakken, daarin is punt van 


LI deelen elkaar midden- 
door; boven is gezegd 
dat ED symmediaan is 
ins Am ADG dus LI is 
anti-parallel met AC ten 
opzichte van £ D, m.a w. 
evenwijdig met de raak- 
lijn in D, waaruit volgt: 
RD Lr ABD ZOO 
is ook / ANO = / ABD, 
dus LNOI is een geliĳk- 
beenig trapezium, of LI 
— NO; verder blijkt dat 
die lijnen gelijk zijn aan 
FH en GK. Is nu m het 
midden van ME, dan is 


me sMD of t-Llen = 
MD == constant ; LP ook 
constant, dus mL ook, 
m.a. w. de acht punten 
REE ee Ne on 
O liggen op éénen cirkel 
die m tot middelpunt 
heeft (eerste cirkel van 
Lemoine). 
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Lemoine; daaruit blijkt, in ver 
band met het theorema van Pytha- 
goras, dat dit snijpunt het punt 
is waarvoor de som van de kwa- 
draten der afstanden tot de zij- 
vlakken minimum is. 

Bij den harmonischen v. bestaat 
er nog een tweede cirkel van Le- 
moine, zooals trouwens bij alle har- 
monische veelhoeken (driehoeken 
incluis, die per se harmonisch zijn). 

Waarschijnlijk bestaat er bij het 
o. verband tusschen die „tweede 
cirkels” ; ook kan men aan het 
punt van Lemoine statische be- 
schouwingen vastknoopen, maar 
dat wordt te speciaal; de analogie, 
ook uit het oogpunt van de moder- 
ne meetkunde, is voldoende aan- 
gewezen. 


We zullen hiermede ons opstel eindigen. Natuurlijk is 
het thema niet uitgeput hiermêe, reeds daarom niet omdat 
het, zooals alle wiskunde, onuitputtelijk is. Bovendien, 't 
opstel is al lang genoeg, en met de redactie vinden we 
dat, als regel, korte en zaakrijke mededeelingen, de voorkeur 


verdienen. 


__ Misschien zouden er nog mooie en eenvoudige betrek- 
kingen af te leiden zijn tusschen het octaêder en de 
oppervlakken van den tweeden graad, meer in het bijzonder 
de omwentelingsparaboloïde, Wie wijst die eens aan? 
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Naschrift. 


Vierhoek. 


THEOREMA 
VAN LUCHTERHAND. 


p. 


Als ABCD een wille- 
keurige vis, en E het 
snijpunt der diag…, dan 
verdeelt AC den vierhoek 
in twee driehoeken die 
zich verhouden als BE 
en ED. 

Verbindt men een wil- 
lekeurig punt P (dat ook 
buiten het vlak van den 
v, kan liggen) met A,‚B 
C. en D, dan heeft men: 
PD.2 ABC + PB.2 ADC = 

‚n(/ PD.2BE+HPB.2DE 
ABOD( SE ) 

Nu heeft men volgens 
het theorema van Ste- 
wart: 

sSPD2BE- PBD 

len 
PE DE 
+ BE. CD. Dus: 

PD‚2 ABC + PB.2 ADC 
—= ABCD (PE? — BE, ED) 
Zoo vindt men ook: 

PA2BDG + PC? ABD 
= ÂABCD(PE2— AE. EC). 

Is nu de v. een koor- 
den v. dan is: BE. ED 
—= AE. EC, en dus PA? 
BDC + PC? ABD = PB? 
ADC + PD? ABC. 

Is omgekeerd aan deze 
betrekking voldaan, dan 


p. Octaëder. 

Als ABC bca een oct. is waar- 
van de diag. eikaar in E snijden, 
verhouden de vierzijdige pyrami- 
des ABCbc en aBCbe zich als AE 
en ae. Verbindt men een wille- 
keurig punt P met de hoekpunten, 
dan heeft men: 

Pa?.ABCbe + PA2.aBCbe = 

if Pa? AEPA?aE ) 
Aa | 
waarin 1 den inhoud van het 0. 
voorstelt. 

Na toepassing van het theorema 
van Stewart vindt men: 

Pa? ABCbc + PA2.aBObe = 

I(PE2—AE.aE). 
Eveneens vindt men: 
Pb2.BACac + PB2bACac = 

L(PE*—BE.bE) enz. 

Is nu het oct. ingeschreven, 
dan is AE.af = BEDE — CE.ce, en 
dus: Pa2.ABCbe + PA2.aBObe = 
Pb2BACac +- PB2DACHCS Nn 
CABab — PC?2cA Bab. 

Mijn aandacht werd op dit mooi, 
maar vrij wel onbekend theore- 
ma (voor zòover het op den vier- 
hoek betrekking heeft) gevestigd 
door de oplossing van vraagstuk 
no. 4, ingezonden door kapitein 
Wafelbakker. Ik vond het door 
middel van determinanten, bewe- 
zen in Rouché, Traité de Géométrie, 
IL, waar verder staat dat P in het 
vlak van den vierhoek moet lig: 
gen, wat, volgens bijgaande af: 
leiding, absoluut overbodig is, 
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is de vierhoek ingeschre-{ De uitbreiding tot het oct. is, 
ven. voor zoover we weten, oorspron- 
Uit dit theorema kun- | kelijk. 

nen andere worden afge 
leid; daartoe vervangt 
men het oppervlak van 
iederen driehoek door het 
quotient van het pro- 
duct van zijn zijden, en 
het viervoud van zijn 
straal en men neemt P 
in een van de hoekpun- 
ten of in het middelpunt; 
in het eerste geval krijgt 
men het theorema van 
Ptolemeus, in het tweede 
dat, wat de verhouding 
van de diag. aangeeft. 


Enquête sur la methode de travail 
des Mathematictens. 


Door de redactie van l'Enseignement mathématique is 
een vragenlijst opgesteld betreffende de wijze van werken 
van wiskundigen. 

Er worden 21 „Questions d'ordre psychologque”’, en 7 
„Questions relatives au mode de vie du mathématicien” 
gesteld. 

De bedoeling is, uit de ingekomen antwoorden nitkom- 
sten af te leiden, die ten nutte kunnen zijn zoowel voor 
jongere wiskundigen als voor het wiskundig onderwijs. 

Er waren geen ex. van de Questionnaire genoeg meer 
beschikbaar om in elk ex. van deze afl. van het W.T. 
een te legzen. Wie zich voor de zaak interesseert, kan 
een ex. vragen aan den heer C. A. Laisant, 162 Avenue 
Vietor Hugo, Paris 16e, of aan den heer H. Fehr, 19 Rue 
Gevray, Genève, (redacteurs van l’Ens. Math.), of aan een 
der firma’s Gauthiers-Villars, 55 Quai des Grands-Augus- 
tins, Paris, Georg & Cie, 10 Corraterie, Genève (uitgevers 
van het tijdschrift), 
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lso-perimetrisch punt 


door 


Asbl He 


(Amsterdam). 


Zij, in den driehoek ABC, de lijn CC, bepaald, den om- 
trek van den driehoek in gelijke deelen verdeelende en 
AA, eene dergelijke, zoo heeft men: 

AC, =t(ad-c—-b)en A, B= +} (ad-b—c). 

Zijn nu ID en AD de coördinaten van het snijpunt L, ten 
opzichte van het hoekpunt A, zoo geven de gelijkvormige 
driehoeken CGC, en IDC, 
2bycos À + (bsin A — y) (d + e — b) 

2b sin A ; 
en de gelijkvormige driehoeken AA,D, en AID 
2 cy — y (atb — ec) cos B 
(a +-b — co) sin B 
en, na En van de beide waarden van x 


L 


WE 


(atb—oh ge [2e — (a + b — Cc) cos B] 
eee. ha Re: 
zijnde 1 de hoogte van den driehoek, ten opzichte van het 
toppunt C. 


De waarde van y, als zijnde B 
symetrisch in a en b, bewijst Sj 
dat de deelingslijn, uit B door | 
IT getrokken, ook den omtrek 
van den driehoek halveert. 

Het punt I is dus het iso- 
perimetrische punt van den drie- 
hoek. 


AFSTAND VAN HET PUNT IT TOT HET MIDDELPUNT 
VAN DEN INGESCHREVEN CIRKEL. 


Zijn 4, en #, de coördinaten van het middelpunt van den 
ingeschreven cirkel, zoo heeft men ; 
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acsin B 
1 
EN 


% == Fb +-e—a) en dus: 
| Red De Cs B 
Id ad-b-e Â 
l 0 4 3 
ans + be — Zac Ha (ad + b—2e) cos B], 
en vindt men, voor den gezochten afstand : 


Vig ye | 
V [Bat (b He) J 207 (a H OH2C (atb) 03 —bs— SI abe] 


V (a db Hc) 


Jr Ay == 


AFSTAND VAN HET PUNT TI TOT HET 
ZWAARTEPUNT. 


Zijn Ys en % de coördinaten van het zwaartepunt, zoo 
heeft men, ten opzichte van het hoekpunt A: 


Un SHEN Ds — (20 — COS B), 
a Jb — 2e) cos B 
Oe Blan 
DE _ 2c (Za —b — ce) — 2a(a jb — 2) cos B 
dd Bldtbled) 


en vindt men, voor den gezochten afstand: 


an vam an 
3 [dut (be) 20° ab (A At) J- 2e (atb) as — b— > — Gabe] 


RER 


AFSTAND VAN HET ZWAARTEPUNT TOT HET 
MIDDELPUNT VAN DEN INGESCHREVEN CIRKEL. 


Deze afstand is gelijk: 


zomol/ |7-6teosA + cos Bt c05C).4 Bios A cos B-H ii 
Sk be Oee tel 
_ Vite? bte) +2 b (ate) H-2 C-(at-b)— as — be— C*— dabo 
WS ad-b-e) 
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Deze drie afstanden staan dan tot elkander als 1: 2: 8 
en bijgevolg liggen het punt I, het zwaartepunt en het mid- 
delpunt van den ingeschreven cirkel op een rechte lijn. Deze 
lijn is dus te beschouwen als de antithese van de lijn, 
welke het hoogtepunt, het zwaartepunt en het middelpunt 
yvan den omgeschreven cirkel vereenigt. 


AFSTAND VAN HET PUNT [ TOT 
HET HOOGTEPUNT. 


De coördinaten van het hoogtepunt H ten opzichte van 
het hoekpunt A zijn: 


b cos A cos B 
Bie DECOR 
sin B p L 


De coördinaten van het punt ij geven dus: 


Uik 


AT EETEOEKB X 
[(a + b)eos C — c (sin A sin B + cos A cos B}, 
D 
(a tbtosinB 
[(a =b)sinC + e(sin A cos B — cos A sin B), 
waaruit, na herleiding 


L — Uy 


2 Ee D= ie 
REE (a + b + c}? sin? B X 
[(a + beo? — 4absin?C — 4acsin? B —4besin? A] 
b [ä ee 
wf) TN Bl e+ bde}—8I(sinA + sin B + sin 0 |, 


zijnde 1 de inhoud van den driehoek. 


Maar 
sinA +sinBtesinG _ sin Â Pie je 
EI 5 ‚ en sin san 

en dus 


W e ed YH aj 


C 4 le Gard Le ae) 


sin C abc 


c? EER, 
Maar Da | Te ‚en dus is de afstand; 
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2 

W [(ad-bt-e — abc] 
) 4 sin? n2C | 

—= | EEROTAER IR Or 

HIS POE) 2WI[R(R — 27)] 

De afstand van het punt I tot het hoogtepunt is dus 

gelijk aan twéémaal den afstand van de middelpunten van 
omgeschreven en ingeschreven cirkel. 


AFSTAND VAN HET PUNT I 
TOT HET MIDDELPUNT VAN DEN OMGESCHREVEN 
CIRKEL. 


De coördinaten van het middelpunt van den omgeschre- 
ven cirkel, ten opzichte van het hoekpunt A zijn: 


b cos C bsin C 
Alk Dep len 
2 sin B 2 sin B 
De ate van het punt [ geven aldus: 


> (a +b—ce)sinAsinB — (atb + ocus) 


AE TEE sin B 
b 
2(ad-b+ esin BĲ 
Dus VTy 4)? + a) == 
b 
2 (atb ce) sin B 


as Dlne2 80 (a (L—cos A) +b(1—cos B) +e(l—cos 0)) 


W ( 
Zi sin B sin c | 
Maar 2u be (a cos A + bees B Je cos C) = 16 LR, 
waardoor de waarde werdt: 
zl 
AE le bc)? — 2 abe (atbte)—16 [2 )| 
Ear ‚| a? (ad-b-o) Eee ad ie | 
4Asin?A Î 


(a—3b +6) sin CH-2(aJ-b—ce) cosas 


X 


4 sin” de: 


W (ad-b-e) 


Nu is DE En =R| (datb —e)(d — bte (—atbtej= Ar (atb) 
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en perd Ro 
2 (ad-bt-e) 
De afstand is dus gelijk aan R — @r,het verschil van 


den straal van den omgeschreven cirkel met de middellijn 
van den ingeschreven. 


De uitvoerige ontwikkeling van de vorm W[(y—4)? + 
(“—x)?] is achterwege gelaten, daar deze, vooral voor het 
laatste geval, te veel plaatsruimte zou vorderen. 


Een „kunstje” met kaarten, voor leerlingen 
| van de Se klasse H. B. 5. _ 


Men schudt een whistspel (van 52 kaarten) goed door 
elkaar; de figuurtjes op de kaarten zullen wij, even als 
bij dobbelsteenen, oogen noemen; zoo zal harten zeven, 
ruiten vijf, schoppen negen resp. 7, 5, 9 oogen bevatten. 
Elk der vier azen, heeren, vrouwen en boeren tellen voor 
10 oogen. 

Nu neemt men eene willekeurige kaart bijv. harten 
zeven, legt die met de rugzijde naar boven op tafel en 
legge daarop zooveel kaarten, dat het aantal oogen op de 
onderste kaart plus het aantal kaarten op de onderste 
kaart 12 bedraagt. Daarna neemt men uit de overgebleven 
kaarten weer een kaart bijv. schoppen aas, welke men 
weer met de rugzijde naar boven naast het eerste hoopje 
kaarten op de tafel legt; op dat aas legt men nu weer 
twee kaarten enz. enz. Zoo gaat men voort, totdat men 
geen hoopje. kaarten meer vormen kan. Heeft men b.v. 
nog 5 kaarten over, en is één daarvan bijv. ruiten vier, 
dan kan met die kaart als onderste kaart niet tot 12 ge- 
teld worden en er blijven dus 5 kaarten ongebruikt. 
Keert men nu al die hoopjes om, dan is de som van de 
oogen van al die onderste kaarten —= 

(h — 4) X 13 + R, 
waarin 4 het aantal hoopjes en R het aantal overgebleven 
kaarten voorstelt. Bewijs dat. 
W, H, WISSELINK, 


161 


Iwee homologe driehoeken. 


DOOR 


Dese kOlP 
(Kampen) 


Op blz. 44 en 45 van dit Tijdschrift wordt onder het 
opschrift „Een nieuw punt” wel iets, maar toch zeer 
weinig omtrent de stelling van Kariya medegedeeld. Noch 
het Japansche, noch een der vele Europeesche bewijzen 
vindt er een plaats. Nu moet dadelijk worden toegegeven, 
dat het eerstgenoemde bewijs wel elementair, maar ver- 
bazend omslachtig is, terwijl de andere òf ongeschikt zijn 
voor dit Tijdschrift òf minder geschikt om onveranderd te 
worden overgenomen. Het niet overnemen van het (eerste) 
bewijs van Harold Hilton is misschien toe te schrijven 
aan de onderstelde onbekendheid van de meeste onzer 
lezers met een stelling, die door hem als bekend beschouwd 
wordt en die aldus luidt: 

Twee driehoeken, die elkaars poolfiguren zijn met betrekking 
tot een kegelsnede, zijn homoloog (d.w.z. hebben een per- 
spectivische ligging). 

Het bewijs is voor een willekeurige kegelsnede geheel 
gelijk aan het volgende, waarbij als kegelsnede de cirkel 
gekozen is, die tot vergelijking heeft 

Ly? —p2—=0 te If ME dee et 

Zijn D, EB, F drie punten, welke onderscheidenlijk tot 
coördinaten hebben (x, 41), (%o Ya). (3, Y3.) en tot pool- 
lijnen BC, CA, AB, dan zijn de vergelijkingen dezer pool- 


lijnen BC … …… 24 H- 44 — e= 0, 
CA.... AAH YYg — pt =0, 
AB. ... A 4 yy3 — p= 0. 


Voor de vergelijking van de rechte AD zal men vinden 
LAH YYg— ES HA3 J YYZ — PP 
Udo HUiYo PS VA HHz 
gelijk ook à posteriori gemakkelijk is in te zien; want 
voor de coördinaten van A worden beide breuken nul, 
voor die van D worden ze gelijk aan de eenheid. Stellen 
wij den eersten noemer kortheidshalve door c3, den tweeden 
door e‚ voor, dan wordt de vergelijking na verdrijving der 
breuken 
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AD... ce (@%3 + YY2 — £°) = 03 (@L3 H YY3 — £°). 

Evenzoo zal men, #5%3 + 4543 — e2 —=c, stellende, voor 
de vergelijkingen van BE en CF vinden 

BE ....e3(@%3 J- 443 — P°) == A H YY — P°) 
CE... (2 + YY — 23) = Ca (HA + YY3 — #°). 
De rechten AD, BE, CF gaan dus door één punt P 
Gj AH H YY — P°) = Cp (LDH U2 — 2) = 
Calas Fr Ya — PV ne EN 
en de driehoeken ABC, DEF zijn homoloog. 
_ Tot hiertoe is de cirkel eenvoudig als kegelsnede be- 
schouwd. Gebruik makende van de bijzondere eigenschappen 
des cirkels kan men uit de algemeene stelling een bijzon- 
Gere afleiden. Zij O het middelpunt van den cirkel, X het 
snijpunt van OD en BCO, Y dat van OE en CA, Z dat van 
OF-en AB, dan is vooreerst OD …} BC, enz. en “verden 
OX.OD == OY.OE== OLOF Spee 

Men zal dus de punten D, E, F kunnen construeeren, 
als de cirkel en de driehoek ABC gegeven zijn, en men 
heeft de volgende stelling. 

Wanneer men wit een willekeurig punt O de loodlijnen 
OX, OY 0Z neerlaat op de zijden BG, CA, AB van driehoek 
ABO, op deze loodlijnen stukken OD, OE, OF afpast, die 
omgekeerd evenredig zijn met de lengten dier loodlijnen, en 
vervolgens AD, BE, CF trekt, dan komen deze rechten in één 
punt P samen. 1) | 

Van deze stelling is die van Kariya weer een bijzonder 
geval. Laat men namelijk het punt O samenvallen met 
het middelpunt van den ingeschreven cirkel van driehoek 
ABC (of ook met dat van een der aangeschreven cirkels), 
dan is OX =0Y =0Z, en volgens. 3) ook ODS OMS 
Men komt bijgevolg op de stelling van blz. 44 terug. 

Ten slotte geef ik, voor de rechtstreeksche afleiding 
van deze stelling uit de hierboven bewezene, het woord 
aan Harold Hilton. 

„ooit OX = 7, OD == {; les triangles ABO, DEKSGEGER 
réciprogues paf rapport à une circonférence de centre O 
et de rayon W/74, sont homologiques.”’ 


1) Dit opstel was voor Aflev. No. 2 bestemd, en bevond zich dus 
reeds in handen van de. Redactie, toen het Jannarinommer van 
L'enseignement mathématique verscheen, waarin E. Cantoni dezelfde 
stelling mededeelt met een bewijs, dat overeenkomt met een vroeger 
door hem gegeven bewijs van de stelling van Kariya. 
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Het vierkantswortelteeken in Gontometrische 
vergelijkingen. 


H. SCHUITEMA 
(den Helder). 


(À 


Bij het oplossen van algebraïsche vergelijkingen, waarin 
de onbekende onder het vierkantswortelteeken voorkomt, 
moet men beide leden tot de 2de macht verheffen. Hierbij 
kunnen wortels ingevoerd worden, zoodat men de gevon- 
den waarden in de oorspronkelijke vergelijking moet sub- 
stitueeren. 

Bij het oplossen van goniometrische vergelijkingen, 
waarin de onbekende onder het vierkantswortelteeken 
voorkomt, kan men dat wortelteeken ook verdrijven door 
beide leden tot de 2de macht te brengen,en daarna de ge- 
vonden waarden onderzoeken. 

pomwijlen kan men de oplossing van zulke verg. vinden, 
zonder beide leden tot de 24e macht te brengen. Deze 
oplossing is veelal eenvoudiger, maar men moet voorzich- 
tig zijn. 

Komt de onbekende onder het vierkants-wortelteeken voor 
in een goniometr. verg, en brengt men beide leden niet tot 
de 24 macht, dan kunnen er toch wel wortels zijn ingevoerd, 
en bovendien kan het gemakkelijk gebeuren, dat men enkele 
wortels over het hoofd ziet. 

Tot voorbeeld neem ik het vraagstuk opgegeven voor 
het eindexamen H. B. S. 1902. 


nn En 2 Ee 
gr — 1 cos 45 Wer 9 Le oe Bi 
En 4 tgv 
Ae een 2 É | zn 8) 
Ega 1) V/2 W (L9°T neren 
(tga 1) 2 pee Pi 27 + 1) =0, 


ze el | 
He 1) VS En 0 (1) 


A eV 3 —= 0, 
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(sin. #-— cos ©) VZ — VB == 


2 cos 45 sin (2 — 45) Wa — 1/3 —= 0, 
Desin (AO 
sin @— 45) — 4.8, 


L — 45 — 60 dek 00360 en. 120% HZ 
O5 SOORT LO Mi a 
Beide leden van de verg. zijn niet tot de 2de macht gebracht, 
en toch voldoet geen enkele van de wortels aan de oor: 
spronkelijke verg. 
Waar zijn deze wortels ingevoerd? Terwijl de wortels 
niet voldoen aan verg. (1), voldoen ze wel aan de daarop- 
volgende verg. 


Ingevoerd zijn ze dus daar, waar W 


5 vervangen 
cOS2 


l 4 
is door enn W 3, want deze uitdrukkingen zijn slechts 


dan gelijk, wanneer cos x pos. is. 

De gevonden wortels: 
x= 105° + k X 360, en 165° + k X 360° voldoen daarente: 
gen aan de verg. 

emd seed 
COS? x 

Lost men deze verg. op dezelfde wijze op, dan zou men 

denken, dat men ook deze wortels zou verkrijgen : 


(Eerkens W ee 
Ke Ì Cn 
(te ve lS Efe bek 


(GOD 
(sin ® — cosv) WV + / 3 —=0, 
2e0545 (@ —sin45) WV 9 d 
2sin(&@ — 45) = — WV 3, 
sin — 45) = — SV 3, 
A45 240 AK X 3605 en BOO TEK XOR 
Re PL ADEN 345 a Osis 


Bij onderzoek blijkt, dat deze wortels voldoen, maar de 
wortels 


1055 ek 04 300 enn lbo enk 300 
die toch ook voldoen, zijn niet verkregen. 


De oorzaak daarvan is natuurlijk dat + 


—_— ver: 
cos? x 


165 


vangen is door 3, en daarbij is stilzwijgend ver- 


COS X 
ondersteld, dat cos © pos. is, en dat ” dus ligt in het 1ste 
en 44e kwadrant, terwijl wanneer x ligt in het 2de en 3de 


3 
kwadrant Ln vervangen had moeten worden door 


je 5 


geeft dus aanleiding tot 2 RE 


ene ld 30, 


en (tax —l) 2 ln 0), 


Aan de eerste van deze twee verg. kunnen alleen waarden 
voor x voldoen gelegen in het 1ste en 4de kwadrant, en 
aan de tweede verg. alleen waarden voor x gelegen in het 
2de on 3de kwadrant. 

Eenvoudiger wordü in ons voorbeeld de oplossing door 
beide leden tot de 2de macht te brengen. 


E 4 tg x (8 
Ate — Hoost / (tetat AEL Sed 
4 tg 
Gd ene ns ES 2 | ee 
2 (tea — 1) cos 45 W (ee Dd nn i), 


A 


4 (tg — 1)? cos* 45 =tg? xr + — 


5 8 
Et lj == DE 
2 (sin © — COS x= zi 
2 (sin? + cos? x — Lá) sin % COS x) == 3, 
2 —2sin2x=8, 
sin 2r=—d, 
Bt 110 +-k X 360, en-330° +k Xx 3605, 
0D kX 180, 6n 165 dek X% 1805, 
Men verkrijgt dus tot uitkomst de 4 stel waarden 
105 + kX 360, en 165 + k X 360, 
Bode MIC 60, dn 345 HK 860 
na substitutie blijkt, dat geen enkele van deze waarden 
aan de verg. voldoet; alle zullen voldoen aan de verg.: 


Wiskundig Tijdschrift le Jaarg. 1: 
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wi 4Atgx 
2 (tg — 1) cos s/e LJ 5 L L}==0. 


sin 2 z 

Ofschoon in dit voorbeeld de oplossing het gemakkelijkst 
is door beide leden tot de 24° macht te brengen, is dit toch 
niet algemeen het geval. 

Door beide leden tot de 24e macht te brengen wordt 
de graad verhoogd, en komt men vaak tot de oplossing 
van een vierkantsverg., welke weer lastig is op te lossen, 
wanneer men logarithmen moet gebruiken. 

In ieder geval is dit zeker: brengt men beide leden niet 
tot de 2de macht, dan moet men voorzichtig zijn, zich 
rekenschap geven van de gevonden waarden, en nagaan of 
nog meer wortels kunnen voorkomen. 


Na inzending van bovenstaande bijdrage werd mij door den hoofd- 
redacteur medegedeeld, dat de heer Derksen reeds in 1902 in het 
tijdschrift voor Onderwijs en Opvoeding over hetzelfde eindexamen 
vraagst. had geschreven. Na inzage daarvan bleek mij, dat het begin 
van mijn stukje wel is waar overeenstemde met het door den heer 
D., geschrevene, maar dat het verdere eene geschikte uitbreiding was. 


Twee karakteristieke uitgaven. 


1. Bij Teubner is verschenen een Duitsche vertaling van 
een werkje over de beginselen der Differentiaal- en 
Integraal-rekening, door Dr. Fisher, „Professor der Na- 
tionalökonomie an der Yale Universität”. 

Dit werkje wordt aanbevolen, niet alleen door 
wiskunde-tijdschriften, maar ook door periodieken over 
Staatswetenschappen. 


IT. Bij denzelfden uitgever is verschenen; „Vorbereiten- 
de Einfürung in die Raumlehre” van den bekenden 
wiskunde-pedagoog Holzmüller. Aanleiding tot deze 
uitgave is het voorschrift in de „Lehrpläne und Lehr- 
aufgaben für die höheren Schulen in Preuszen”, dat 
op de Quinta van de Oberrealschulen en op de Quarta 
van de Latijnsche scholen propadeutisch meetkunde- 
onderwijs gegeven moet worden, met oefening in het 
gebruik van passer en liniaal. 

C. A. CIO 
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De leerwijze van Ferrart 
VOOR DE 


oplossing der vergelijkingen van den vierden graad, 


DOOR 


N. L. W. A. GRAVELAAR 


(Deventer). 


(Vervolg en slot van blz. 71.) 


Na dit uitstapje op historisch gebied gaan we de leer- 
wijze van Ferrari toepassen cp de algemeene vergelijking 
van den vierden graad: 

(1). xt po? H qrr Hr Js —=0. 

We brengen de termen qz? rv en s naar het tweede 
lid over en tellen, om van het eerste lid zt + px? een 
tweedemacht te maken, aan weerskaänten 4 #2? x? op; er 
komt : 

(22 4 Epo =(ip? grts 
of, kortheidshalve 4 p2 — q — t stellende: 
(2). (x2 J Lpop=tr rts. 

Om vervolgens van beide leden tweedemachten te maken, 

beginnen we aan weerskanten in (2): 
GP AEPDY ty 
___ op te tellen; er komt: 

Rr UDF EDY NEE YE). 

Het eerste lid is een tweedemacht gebleven; zal ook 
het tweede lid een tweedemacht worden, dan is het noodig 
en voldoende 4 zóó te kiezen, dat men heeft: 

md Ae remt GN Ane A 
of: 
(4). Ye qy + (pr—4sy—(r? +4 st) =0. 

Neemt men voor y een waarde, die aan de vergeliĳking 
(4) voldoet, dan kan de vergelijking (3) dus geschreven 
worden in den vorm: 

HEDY — 1)? 


, ‚92 ) | 4 
R 2 Ly WER ' 


die zich laat splitsen in de twee vergelijkingen : 
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dp IA ORS) ot }| 


2 ne + Dyen 
D Ree ee Oms VA 
of: 
0 HED Wyde d 4 PI MEEL 
ej ON 
| (Ate 
Ë 


I-Vwrii=? 


De leerwijze van Ferrari brengt de oplossing van de 
vergelijking (1) van den vierden graad dus terug tot de 
bepaling van één der wortels van de vergelijking (4) van 
den derden graad en de oplossing van de twee vergelij- 
kingen (6) van den tweeden graad. 

Om te doen zien, dat de vergelijkingen (6) steeds dezelfde 
vier waarden voor x opleveren, onverschillig van welken 
wortel van de vergelijking (4) men zich bedient, verdrijven 
we y uit de vergelijkingen (4) en (6) door W (y + t) —=zte 
stellen. 


Dan is: 
y=a—t, 
Vn nad dE 
rw (Er 
—= 26 __ (GEp2d2tetd(Ap2ttt2je pet. 
Vergelijking 5 gaat dus over in: 
(7). zet P2H2 tet PE LHE pr—4 8) 22(Apt dr)? =O, 


en de vergelijkingen (6) worden : 


pt, 


PH APA tt É =0, 
Tp) 

Pt Gpdatet tE 5 Ei 
OE 

5 F pt dr | ne 

PtGptde tft pet PEEL, 

Gokke | Spt Jr, | 

AH (ED —2) Ld | Leine 0, 


waaruit men vindt: 
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VL ’ 
mAh EP 20) jn ehehe 


aa 
oe 


(8). 
ig 
Oa Ep ied Gp? U zen 5 zi 


De formules (9) leveren de wortels van de vergelijking 
(1), als men zz door een der wortels van de vergelijking 
(7) vervangt. 

Omdat er in de vergelijking (7), die van den zesden 
graad is, alleen evenmachten van 2 voorkomen, gaat zij 
in een vergelijking van den derden graad over, als men 
Ome BStert,'t. ww, in. 

CLO). BEPA) PS tE pr—d 5) AE DE 1 == 

Duiden wij de drie wortels van de vergelijking (10) met 
hj, fo en #3 aan, dan is: 

gibi 2, 

6,0 +65 tn ra Lp? LE Hpr—4s, 

bi bo tg = (HDE Hr). 

En de zes wortels van de vergelijking (7) zijn: 
4 a 4 an 4 EN ie W AN 4 $3 á Î3s 

waarbij wij W/ 6, W 9 en W/?3 zóó gekozen rekenen, dat 
hun product, waarvan de tweedemacht (4 pt +- 7)? oplevert, 
=tptdren + —(4pt + r)is. 

Substitueeren we in de formules (9) voor zeen van haar 
waarden, b.v. — W/65, en bedenken we, dat: 

tp 2t=l Hij benipldr=b iN %. WV 8 is, 


dan vinden we: 


WV 6 + 2 iN 83), 


amg ôt 5 
f Bm DVE dta W %3) 
of: =S 
1 bns Wilk (eeb dela 
OE ir IMEA HW), 


dus, na rangschikking, voor de vier wortels van de ver- 
gelijking (1): 


Vr ob 

(12) a A ae NE ot LA bs, 
oane Ae A le ae LE 
Wenn ee Mank AA ene Ml dE. 
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Dezelfde vier waarden vindt men, als men van een an- 
deren wortel van de vergelijking (10) uitgaat dan van 
—$), zooals wij hebben gedaan. 

Nog zij opgemerkt, dat men de vier wortels (12) van 
de vergelijking (1) door de ééne formule: 

13) Lm beper a ee 

kan voorstellen, mits men de waarden van W/&, 6 en 
W % op alle mogelijke, d.i. op vier manieren zóó kieze, 
dut hun product —= 4 pt Hr en £ — (4 pt + r) zij. 

Vervangen we eindelijk t in de vergelijking (10) en in 
den vorm } pt + r door haar waarde } »? — q, dan kun- 
nen wij dus de stelling uitspreken: 

Men vindt de wortels wan de vergelijking van den vierden 
graad : 

(14). vip tgn draad s=0, 
door in de formule: 
(15). Lr Apk di eee 
voor 6, $g en bs de wortels te nemen van de vergelijking van 
den derden graad: 
[Bp 2 LED PG dt PN 
(16). * 993 otd 

Meloen ne Aril 
en W8&, W6 en Wz op alle mogelijke manieren zóó te 
kiezen, dat hun product — 4p* — pq +rent—(tp?— 
pq + 71) zg. 

In navolging van Leonhard Euler (geb. 1707 te Basel, 
overl. 1783 te St-Petersburg; Basel, Berlijn, St-Petersburg) 
noemt men de vergelijking (16) de (kubische) resolvente dj 
van de vergelijking (14). 


Uit de formules (12) kunnen gemakkelijk gevolgtrek- 
kingen worden afgeleid omtrent het voorkomen van veel- 
voudige en onbestaanbare wortels bij vergelijkingen van 
den vierden graad. | 

Veelvoudige wortels. Een vergelijking van den vierden 
graad bezit : | 

1. geen veelvoudige wortels, als haar resolvente geen 
veelvoudige wortels bezit ; 


1) Aequatio resolvens, oplossende vergelijking, heet in: Euler, 
De formis & radicum «equationum cujusque ordinis conjectatio, 1782, 
de vergelijking van lageren graad, waarop de oplossing van een ver- 
gelijking wordt teruggebracht. 

Commentarii Academiae Petropolitance ad annum 1732 & 1733, VI, p. 220. 


Let 


2. één tweevoudigen wortel, als haar resolvente één 
tweevoudigen wortel bezit, die nul is; 

3. twee tweevoudige wortels, als haar resolvente één 
tweevoudigen wortel bezit, die nul is; 

4, één drievoudigen wortel, als haar resolvente één 
drievoudigen wortel bezit, die nul is; 

5. één viervoudigen wortel, als haar resolvente één 
drievoudigen wortel bezit, die nul is. 


Onbestaanbare wortels. Zijn de coëfficiënten p, q, r en s 
van de vergelijking (14) bestaanbaar, dan is het product 
der wortels #&, 6, en #, van.de vergelijking (16), t. w. 
(Ep — 4 pq + 71}, nooit negatief. Brengen we nul als 
positief in rekening, dan kan de vergelijking (16) dus be- 
zitten : 

1. drie positieve wortels; 

2. één positieven en twee negatieve wortels; 

8. één positieven en twee onbestaanbare wortels; 

4. één negatieven en twee positieve wortels (waarvan 
minstens één nul moet wezen). 

Neemt men dit in aanmerking, dan zal men bevinden, 
dat een vergelijking van den vierden graad met bestaan- 
bare coëfficiënten : 

1. vier bestaanbare wortels bezit, als haar resolvente 
drie positieve wortels bezit; 

2. vier onbestaanbare wortels bezit, als haar resolvente: 

d. één positieven en twee ongelijke negatieve, 
b. één negatieven en twee positieve wortels bezit ; 

8. twee bestaanbare en twee onbestaanbare wortels 
bezit, als haar resolvente: 

d. één positieven en twee onbestaanbare, 
b. één positieven en twee gelijke negatieve wortels 
bezit. 
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lets over vereenvoudiging van het elementair 
onderwijs tn Meetkunde 


DOOR 


(A CTKROR EM ontede nb aen 


Om verschillende redenen deed het artikel van den Heer 
van Thijn in de eerste aflevering mij aangenaam aan. 
In de eerste plaats omdat ik met genoegen zie dat een 
plaats ingeruimd wordt voor de Methodiek en Pedagogiek 
van ons vak. Nu moge men bij het lezen van die woorden 
de schouders ophalen (waartoe aanleiding geeft veel quasi- 
theoretisch geleuter en gescherm met vreemde woorden 
en groote namen), mijn vaste overtuiging is het dat de 
beoefening van die vakken door de Hollandsche leeraars 
broodnoodig is, een overtuiging die steunt op eigen onder- 
vìnding, en op hetgeen wat men in Duitschland, in Frankrijk, 
en weldra ook in Engeland, in dat opzicht doet; van harte 
hoop ik dat ons nieuw Tijdschrift ons in de eerste plaats 
tot betere leeraren zal maken, en pas in de tweede plaats 
tot betere wiskundigen. 

In de tweede plaats deed me de lectuur van genoemd 
stuk zoo aangenaam aan, omdat ik het met de bedoeling 
zoo geheel eens hen (over de bijzonderheden durf ik geen 
oordeel vellen, omdat me de praktijk van het stelkunde- 
onderwijs ontbreekt). Een wiskunde-systeem is nog lang 
niet bruikbaar voor school door de eigenschap dat het 
logisch inéén zit; de fijne wiskunde-logica gaat grooten- 
deels over de twaalfjarige hoofden heen. Natuurlijk wil 
ik hiermee niet zeggen dat men moet goochelen, en de 
jongens leeren goochelen met figuren en stelkundige vormen, 
maar in de eerste plaats dit: dat men moet beginnen met 
veel axioma’s aan te nemen en eerst gaandeweg, bij latere 
herhalingen, dit getal inkrimpen, en in de tweede plaats 
dat men, zonder de logica prijs te geven, veel vereenvoudigen 
kan. De gekunstelde meetkundige vraagstukken van vroeger, 
waarvan de oplossing berustte op het trekken van een 
malle hulplijn, beginnen gelukkig meer en meer plaats te 
maken voor die welke volgens enkele groote methoden : 
meetkundige plaatsen, gelijkvormigheid, toepassing 
op vraagstukken, die met behulp van stelkunde 


ne jn 


opgelost kunnen worden; in de „Theorie” wordt 
er nog te weinig aan gedacht dat de beginner niet veel 
bewijs-methodes in zijn hersens kan bergen, dat hem maar 
enkele, maar dan ook vruchtbare methodes, geleerd dienen 
te worden. En dan denk ik hier in de eerste plaats aan 
de nog zoo weinig gebruikte draaiing om een punt of 
wentelen om een lijn, en waarmee men toch zooveel kan 
doen ; ook spreekt die methode zoo tot den leerling. Men 
kan er b‚v. direct mee bewijzen de vier bij elkaar hoorende 
stellingen : 

In een driehoek liggen tegenover gelijke zijden, gelijke 
hoeken. 

In een driehoek liggen tegenover gelijke hoeken, gelijke 
zijden. 

In een driehoek ligt tegenover een grooteren hoek een 
grootere zijde. 

In een driehoek ligt tegenover een grootere zijde een 
grootere hoek. 

Om deze vier stellingen te kunnen bewijzen behoeft de 
leerling maar te onthouden dat hij omvouwt langs de 
bissectrice van den tophoek. Tegelijk is men, ten minste voor 
dit complex, bevrijd van de, voor de eerste klas, zoo onge- 
lukkige methode, „uit het ongerijmde”, die, Jammer genoeg, 
al direct de theorie der evenwijdige lijnen komt bederven 
(ik kan de buitenlandsche boeken die dit hoofdstuk wat 
Jater plaatsen dan de onze niet anders dan g®lijk geven). 
De mobiele meetkunde weet weg met eigenschappen, die 
anders op vrij gekunstelde manier bewezen worden, b.v. 
met den loodrechten stand van lijn en vlak; verder kan 
men er heel eenvoudig mee laten zien de anti-parallele 
cirkelsnede bij den scheeven cirkelkegel. Laat TA en TC, 
ook in lengte, de twee beschrijvende lijnen zijn die in het 
vlak van symetrie liggen (welk vlak dus loodrecht op den 
cirkel AC staat); verwissel nu de lengten van TA en TC 
en breng door de verkregen uiteinden een nieuw vlak 
loodrecht op het vlak van symetrie, dan blijkt door een 
draaïïng van 180° het bestaan van de anti-parallele cirkel- 
snede; op deze manier kan men nog, algemeener, laten 
zien, hoe congruente, en dus ook gelijkvormige, kegel- 
sneden verkregen kunnen worden. 

Gelukkig begint ook in ons land het besef door te 
dringen dat in de theorie der gelijkvormigheid wat meer 
orde dient gebracht te worden. Thans geven niet alleen 
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verschillende schrijvers verschillende grond-definities, maar 
een zelfde schrijver geeft òf in zijn Planimetrie en in zijn 
Stereometrie, òf soms al van driehoeken en van veelhoeken 
verschillende bepalingen, die bij voortgezette studie (kromme 
lijnen, oppervlakken) weer gewijzigd moeten worden. De 
heeren van der Harst en Bos hebben een goed werk 
gedaan door in hunne leerboeken uittegaan van de be- 
grippen „vermenigvuldigen van lijnen” en „homotethie”, 
zooals dit ook in moderne buitenlandsche werken geschiedt. 
En doorvoeren van die methode leidt op eenvoudige wijze 
tot den negenpunts-cirkel van den driehoek (middelpunt 
en straal daarin begrepen): verbindt men nl. het hoogte- 
punt met de volgende negen punten op den omgeschreven 
cirkel: de hoekpunten, de punten die diametraal daar 
tegenover liggen, en de punten waar de hoogtelijnen voor 
de tweede maal den omtrek snijden, en laat men die negen 
verbindingslijnen totop de helft inkrimpen, dan vindt men 
de volgende negen punten op éénen cirkel: de middens 
_ van de stukken der hoogtelijn tusschen de hoekpunten en het 
hoogtepunt, de middens van de zijden, en de voetpunten 
der hoogtelijnen, 

Moge dit artikeltje er toe bijdragen het onderwijs in de 
Meetkunde wat vruchtbaarder te maken, ook door collega’s 
met vraktijk op te wekken iets van hun ervaring en 
meening omtrent deze kwestie mee te deelen ! 


Het aantal getallen Rleiner dan een gegeven 
getal G en onderling ondeelbaar met G 


DOOR 


H. A. DERKSEN 
(Nijmegen). 


In de Hollandsche boeken over deelbaarheid wordt het 
volgende bewijs niet aangetroffen over het aantal getallen 
kleiner dan een gegeven getal en onderling ondeelbaar 
ermede, | 
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Zij Gn de ijk c/, waarin a, b en c ondeelbare getallen 
zijn. 

Het aantal getallen, dat deelbaar is door a, b, c‚ ab, ac, 
en Oee OP Gon G 
Oer Oan GERRON OO Eer DE 

G 


Trekt men nu van G af de 5 Ean en ee aantallen, dan 


heeft men er de getallen, die zoowel door a als door b 
deelbaar zijn, tweemaal afgenomen, men moet ze er dus 
nog eenmaal bijvoegen; evenzoo die ke di en de SED 
Ee f. EREN E: 
zijn. Men krijgt dan: G — nnen En Te 

De getallen die door a, b en c Aentbakr zijn, een men 
er nu driemaal afgenomen en driemaal bijgevoegd. Men 
moet ze er dus nog eenmaal afnemen en krijgt dus. voor 
het aantal getallen kleiner dan G en onderling ondeelbaar 
met G: 


be en abe bedraagt respectievelijk 


SEEC, 


She aA HDE 


k 8 1 
en |: WT Tj zi Jk ta ste) ai = 


abe | 
B De) 


(atbte)“—a—b—e* is deelbaar door 13 
(ex. Wisk. L. 0.) 
DOOR 


W. H. WISSELINK (Heerenveen). 


Voor eenige jaren werd voor de Acte Wiskunde Lager 
Onderwijs het volgende vraagstuk opgegeven: 

Bewijs, dat (a + b + 0) — al — blP — clö steeds deelbaar 
is door 18, 

Daar voor genoemde Acte volgens het programma niet 
vereischt wordt de kennis van „het binomium van Newton,” 
heeft men mij herhaaldelijk naar eene oplossing van bo- 
venstaande stelling gevraagd, zonder natuurlijk gebruik 
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te maken van „het binomium van Newton“. Ik heb dan 
steeds de oplossing gegeven van het meer algemeene 
vraagstuk : 

Indien n een ondeelbaar getal is, dan is de n®® macht van 
de som vain een willekeurig aantal (geheele) getallen, vermin: 
derd met de som van de n?° machten van die getallen, steeds 
deelbaar door n. 


Oplossing. Noemen we die getallen: a, Bb, Cosaamare l, dan 
moeten we bewijzen, dat (a + b + e +... Jl — 
Kr veh adden ma a aa ee De + (* ), als n ondeelbaar is, deel- 
baar is door n. Zij a + b + e +... Lt =S ACE 
is, indien » niet deelbaar is op s, s”*—! — 1 deelbaar door 


n, volgens het theorema van Fermat, terwijl s* — s ook 
steeds deelbaar is door », indien s wel deelbaar is door »; 
voor elke waarde van s is dus s” — s deelbaar door n 
(n ondeelbaar). 

Om dezelfde reden zijn a” — a, D® — bh... ‚ed 
deelbaar door ». We hebben dus: 


(a Hb Hed... Jl (atb ted... Jl) == n-voud. 


en en mk an ae en ne + l)=n-voud. 
Dus: (ad-b-et-..… HU (at JD Hr L……. Jl)= 
n-voud. 


Naschrift van C. KREDIET. 
Men kan bewijzen dat al —a een 13- GEE 15 
Immers is al? — a = ad.(d — 1) (a +1) (a? — a +1) 
(a? + a + 1) (a? + De (a* — d? + 1). 


Gaan wij nu;de gevallen na: 


a — 18-voud dus a deelbaar door 18 

(ns 1 Svaetnl dus « == 1 deelbaar door 13 
a == 18-v. + 2 » balm En! » » » 
n= 18v. +8 » Ode » » » 
t= 13-Vacki4 „ a Fa ate » » » 
a == 18-v. + 5 Bent! » » » 
a= 18v. + 6 Ot le » » 


Wij besluiten dus: 
(a d- b + OB — (a + b + at 13-voud, 
als 4 DB 4 CB — (a Hb o0)= 13 voud, 
dus ook 
(a +- b H 0B — ab — DB — CB — 13-voud. 
Mijn hooggeachte oud-leermeester zal mij wel ten goede 
houden dat ik zijn interessant bewijs aanvul met een 
ander, dat meer bepaaldelijk met het getal 13 te maken heeft, 
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Oplossing van de Vergelijking 
DS ne Ee 


DOOR 


H. J. BOLDERMAN (Zutphen). 


Indien men x in de vergelijking 


ud pr dq =0 


gelijk 2 — zz stelt, dan vindt men na substitutie : 
Tee oere 
ETE bete or 0 
ME NV 
TE 


nil VDW EVE, 
gti) bat V Fa Harp). 

Na substitutie en herleiding vindt men, onverschillie of 
men voor ie qd Jp? het teeken + of — neemt: 
DWI VAG WH VIEL, 
Oe AE Xan, 

“Tadien 4 q? + 5 p? positief is, zal xv, bestaanbaar zijn, 
en dan zijn Xs en A3 onbestaanbaar. 

ee Ds == 0, dan is 

en Wig, en zijn % en % — — W-— 1g. 

Is echter } q? + > p° negatief, dan kan men an de 

vergelijking 
etn erg 


waarin p een HE en q een meen getal voorstelt, 

L == { (cos ® + sin PW — 1) +(cosd—sin Î / - IJ} |P: 
) 

stellen, en dan vindt men na substitutie en herleiding 


2 cos 3 / Ba of 


BORED ln 


Hieruit kunnen altijd 8 waarden voor ® gevonden wor- 
en, die in 


d 
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z=zconel/ P 
3 


gesubstitueerd, 8 verschillende waarden voor x opleveren. 


Voor het geval, dat 4q2 — > p* == 0, en q positief or 
negatief was, zou men vinden 
cos 3 Ô = — Ìs of ca Ò =S H- 1 


3 —= 180° + n X 360%, 30° + n X 360°, 
D= 60° Ln X 120°, D= 0° H n X 120°, 
D= 60°, 180° en 300°, D= 0°, 120° en 240°, 


ie 5 p —= 2 A 
ideen E nen 
1 3 se: % 


lets over het sommeeren van sommige reeksen 
door middel van „splitsing” der termen 
DOOR 


W. H. WISSELINK (Heerenveen). 


Van algemeene hekendheid is de manier, waarop men 
de som bepaalt van #» termen van de reeksen : 
1 WERL 1 1 
1 Ot Alinee ak ZAR NDR ) (@n —1) (2n + Ih! 
enz. ; zooals men weet, geschiedt de sommatie door elken 

term te splitsen in een verschil enz, 


Op nagenoeg analoge manier kan men, wat niet zoo 
algemeen bekend schijnt te wezen, sommeeren de reeksen: 


X =sina—- sin (a + bb) ...... +sin{a dn — Ib, 
Y =cosa + cos (d + Db) + ...... + cOS{ A HN — Ib}, 
Daartoe hebben we: 
sin (& + nb) —sinja + (n— 1) blcos Db COSLa + (n—]) b} sin D. 
sinf{a + —1)b} == sinfa tlr — 2) b}ecos b j COS {a + 
(n — 2) b } SRR. 
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enz. 
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sinfa tn —2)b}=sinfad(n—3) bkheosb + Cos {a J 
(Nn — 5) Ù } sin Ù. 
sin (4d + 2b) = sin (a + b) cos b J- cos (a + b) sin b 
sin (a + b) == sin a cos b + cos a sin b 


opt. 
X + sin (a + nb) — sin a = (cos b). X + (sinb). Y. 
(1 —cosb). X — (sin b). Y —=sin a — sin (d + nb). 


cos (a + nb) = cos{a HN —1)bleos b— sin {a J- (n— 1) bl sin b. 
cos{ a + (N — Ib |= cos { a+ (n — 2)b } cos OR Sl 
@n — 3) b } sin b. 
cos{a ĳ (Nn — 8) b} GOS { d + (N — 3) b} COS SIN í ad + 
(n — 3) b } sin b 
cos (ad J- 2b) = co8 (a + b) cos b — sin (a + b) sin b 
cos (a + b) = cos u cos b — sin a sin b 


Ennn opt. 
Y + eos (a + nb) — COS A —= (cos b). Y — (sin b). X. 
(sin b). X + (l —cosb). Y = cosa — cOS (d + nb). 
Hieruit X en Y oplossende. vinden we (na herleidingen) : 
_ sinsnbsin }{2at-(n—1)b} ySinsnbeostj2at(n—1)b| 
Ë sin 4 b Ee sin 4 b. 
Het zal nauwelijks vermelding behoeven, dat, als we de 
sin nbsmt{2adn—ljb! 


De 


NRA TAE VAI Arn | ) gevonden 
sin + b 

hebben, daaruit de waarde van Y gevonden wordt, door 

in die van X te substitueeren a —= 90 — aen b=—b. 


Verder verdient opmerking, dat X : Y =tg (Zan 1D}, 
Voor b = a, b == 2a, enz. vinden we nu uit het boven- 
staande : 
sin +nasint(ntl)a. 
sin + d Â 
sin + na COS (nl) a 
sin a 
sin? „a 
sin a 


A =sina sin 2a +... —J- sin na == 


B = cosa + cos Za +... + cOS na = 


ÀÂ, ==sin a J- sin 3a +... + sin (2n—l) a = 
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sin nd COS na 
Bj == CS q J- GOS 34 HJ: A COS (2-1) A= Pen 

A:B=tgthn—t la; A: B, — ig na. 5 

Op nagenoeg dezelfde manier kunnen wij nu verder de 
waarden van P en Q vinden voor: 


P=sina-2sin2a-..... J- sin na, en Q = cosa + 
2cos2adt-....…. J- ” COS Nn 4. 
Immers : | 
(n + 1)sin (n + Da =:rnsin na cosa tn eos n asin a + 
sin (n + 1) a. 


nsin na == (Nn — 1) sin (# — 1) d COS d + (Nn — 1) 
COS (n—l)a sin a + sin na 
(n — 1) sin (n — 1)ad = (n— 2) sin (Nn — 2) ad cos a + (Nn — 2) 
cos (Nn — 2) asin a + sin (n — 1) a 


3 sin 8a == 2sin 2a cos a +2 cos Za sin a + sin 34. 

2 sin 2a =sin acos a + cosa sin d + sin 2u. 

(n + 1) cos (Nn + 1) a =n cos Na COS a —NSIn Na Sin d + 

COS (Nn +- 1) 4. 
necosn a =(N — 1) Cos (Nn — 1) a COS a — (Nn — 1)sin (Nn — Ì) a 
sin a +- COS N d. 
(n — 1) cos (Nn — 1) d —= (Nn — 2) COS (N — 2) a COS d — 
(n— 2) sin (n — 2) a sin a + COS (Nn — la 


8 cos 3a == 2 cos Za cosa — 2 sin Za sin a + cos 3d. 
2 COS Za == COS a COS a — Sin a sin a + cOS Za, 

Door optelling enz. vinden we nu: 

(l — cosa). P— (sina). Q —= A-—nsin(n + 1)a. 

(sin d).P + (1 — cosa). Q = B — n cos (n +1) a, waaruit 
gemakkelijk P en Q kunnen opgelost worden. 

Voor hen, die voldoende bekend zijn met differentiaal- 
rekening, is het duidelijk, dat we de waarden van Pen Q 
onmiddellijk kunnen afleiden door B en A te differentieeren 
naar d. | 

Volgens dezelfde methode kunnen we de waarden van 
R en S vinden voor: 

R =sin?a- sin? 2aJ-....…. + sin? ad, en S= cOS? a + 
COS* Za d-.....…. + COS? 7 d. 

Vooreerst hebben we al dadelijk: R—-S=n .... (1). 
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Verder hebben wij 
sin? (n + 1) a — (sin na cos a + cos na)” —= sin? na cos? a + 
cos na sin? a + }sin 2na sin 2a. 
sin? na =—= sin? (n — 1) a cos? a + COS? (n — 1) a sin? a + 
| sin 2(n —l)a sin 2a. 
sin (n — 1) a —= sin? (n —2) a cos a + cos? (n — 2) a sin? a + 
Zsin 2 (n —2)a sin 2a. 


sin? 3a == sin? 2a cos? a + cos? 2a sin? a + 4sin 2. 2a sin 2a. 
sin? 2a == sin? a cos? a + cos? a sin? a + + sin 2a sin 2a. 
Door optelling vinden we: 
(Ll — cos? a) R — (sin? qa) = 4 A „sin 2a + 
sin? a — sin? (n + 1) a . . . . (ID 
waarin A°, de waarde voorstelt van A, indien we daarin 
sin na sin (n° + 1) a 6 
sin a 
J Ata sin 2a —= sin na sin (n + 1) a cos a. 
Uit de vergelijkingen (1) en (II) kunnen we nu R en S 
oplossen. 
Uit het bovenstaande zal de lezer de methode kunnen 
vinden, om te sommeeren : 
sins assins Zu sin® Za, ..... sin? na, 


a vervangen door 2a, dus Aa = 


als ook : 
COS COST DE vASS Ba, COSÌ nd. 

De sommeering dier reeksen heeft eenige overeenkomst 
met de bekende manier om de som van de „de machten 
van de termen der reeks 1,2,8,4,. . . . (a — 1), a uit: te 
drukken in de sommen van de lagere machten van de 
termen dier reeks. Noemen we bijv. de som van de 34 
machten van 1,2,3,....a, S(2) die der 2de machten S(2), en 
die der 1st® machten S(}, dan hebben we: (a + 1)t == at 
4a5 + 6a? + 4a + 1. 

at =(a—1)t +4 (a — 1 +6 (a — 1)? +4 (a — 1) +1 


: 24 H 4,23 H 6.22 LH 4,2 + 1 
If + 4,13 + 6,12 + 41 + 1. 

Door optelling vinden we (na weglating van gelijke 
termen in de beide leden): 

4 S(3) 4 6 S(2) + 4 SH) = at H 44? + 6a? + 3a. 

Het zal nauwelijks vermelding behoeven, dat misschien 
eene andere splitsing dan bovenvermelde, kan leiden tot 
de sommatie van reeksen. Zij hebben we bijv: 
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Int 


sin? a == 4 (l — cos 24) 
sin? 2a = } (1 — cos 44) 
sin? 3a = } (Ll — cos 6d) 
sin? na — + (Ll —: COS Dii) 
sin? a + sin? 2a + ....sin? na=in—} (COS 20 OE 
cos 6a J-… ..: COS 2nd). 
SL is COS a J- COS 2a J- COS Za J-........COS HI == 


sin + na cos 4 (n + Da 


) dus is: cos 2a — cos 4a + cos 6a + 


sin + a 
| sin na COS (n —- 1) a ; a 
zeg GOS ZNA ma ‚en : sin? ad-sin? 2a- 
sin d | 
Ae sin „ad cos (” 1) 
sin? 3a +... sin? na == iN — 5 za zE ) ‚ terwijl 


wij langs soortgelijken weg vinden: 


sin ná COS (n+-1)a 
COS2aH-cOS? Zat-cos? Bat... cos na == nt zin 4 COR 


2 sin a 
Uit de formule sin 3p = 3 sin p — 4 sin® p vinden 

we licht: 

sin ad == } (8 sin w — sin 34) 

sin* 2a == 4 (8 sin 24 — sin 6q) 

sin® 3a == } (8 sin 3a — sin 9d) 

sin® na = } (8 sin nd — 3na) 
jn sins a J- sin° 2a + ....sin? na == 
1 (8sin na he Sad lba sin 1} nasin 15 (n + la 
Ala oe isin ka sin 14 a att fd 


[want reeds vr OEE AIEE De : sin a + sin 2d + sin 3a- 
sin } na sin & (n + 1)ad 


ESI TE de 
sin 4 
Daar cos 3p — 4c0S* p — De cos p is, hebben we: 
| CDs A=: 13 COSvUrmncOS 3d) 
COS% 2d — 4 (3-cOS Za. +- COS Ga). 


Het zal den lezer nu niet moeilijk vallen te sommeeren 
de reeksen, waarvan de ne termen respectievelijk zijn: 
cos° na, sin? (2n-—:1):a, cos? '(2n- — 1) a, sin? (2n — Ha, 
sin* ”a,-cost na enz;--engz, 
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Indien wij de vergelijking : 
COS LCOS ZH COSBL-....H COSNH == 


tweemaal naar x differentieeren, vinden we: 
COS © + 22 cos 2x +32 cOS 34} 4200S 4 J… SNGOS Ni P: 

Nemen we nu in de laatste vergelijking es U Am zal 
men vinden (zooals het behoort): 

12243242 tnt nn +1) (2n +1). 

Op soortgelijke manier kan men ook door : 

sin” J- sin 2x + B 3x + zn da dies ae SURD 
sin + nx sin Ee J- 1): 
sint» 

driemaal naar x te ee en daarna x weer gelijk 
0 te stellen, de som vinden van de getallen 1, 25, 33, 45, 
OR nè. 


sin NX COS 4(n-1)x 
sin 4-4 


Drie bewijzen voor de stelling van Ptolemaeus 


DOOR 


O. BENING (den Haag), en R. RIJKSEN (Zutfen). 


Prigonometrisch bewijs vun C, Bening, 
Zij ABCD de koordenvierhoek, waarin AB =a, BC =b, 


CD DA =d DBSf,en AC =e Ìs. 
en Ath ACD Ef 


stel verder: 
pe DAC == EN 
MBA BDA =S 

Trekt men door D de 
middellijn DD’ des omge- 
schreven cirkels, zoo is 
A DAD’ rechthoekig in 
ENOR ADD B, Zij R 
de straal der cirkels, zoo 
Sede R sing. 

Op dezelfde wijze vindt 
mensa 2 Rsins;b= 
2 Rsing,enc—=2kRsing. 

MOEHODEiS. -D-B_D 
rechthoekig in B, en 
LDDB=ad-y. 
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Hierin heeft men: 
f 2 Rsin (a + 7) = Rsin (B + 9), 
terwijl men op dezelfde wijze vindt: 
e —=2Rsin(e + 5) —= 2 Rsin (8 + y). 
Gemakkelijk bewijst men nu: | 
sin «sin B J- sin y sin $ — sin (B + 5) sin (B —+- 7). 
Verandert men nl. de beide sinusproducten in cosinus- 
verschillen, zoo krijgt men: 
sin ao»in B + sin y Sin 5 
$ COS (a — B) — } COS (& HB) Hà COS (y — > 5) He os 
} COS (u + COS (y 5), wanta + By S= 
Voor der som kan men schrijven 
COS + (ad-y —B — 3) ys) == sin (B+-5) sin (B+-5). 
Derhalve sin esin @ + sin y sin S — sin (B + 5) sin (B + y). 
Vermenigvuldigt men beide leden met 4R?, zoo krijgt 
men : 
4AR? sin zg sin B + 4R?sin y sin $ — 4R?sin (B + 5) sin (B + 7) 
of bd + ac —= ef, 
dus AB Xx GD —- BC X AD = AC X BD zijndendemes 
kende stelling van Ptolemaeus. 


dt 


Kerste bewijs van R. Rijksen. 
JNABP 2 DEGAS D sn DENG 


br 


dust ==, 
AAPDm BPCdusg:s=a:b GN 
dus a EI 
s 


In A ABC is nu volgens ’t 
theorema van Stewart: 
p?e + s2a == b2 (a + Cc) 
— ac (a +- Cc) 
voor cena bovenstaande waar- 
den substitueerende, krijgt 
men 


pbr J- qbs —= (b? + ac) (a + 0), 
b (pr + qs) = (b* + bd) (a Jc) =b(b + d)(a +0), 
of pr qse=(b + d) (a + C) 
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Tweede bewijs van R. Rijksen, 


In elken vierhoek ABCD is, als we het snijpunt der 
diagonalen P noemen A ABP: A BCP: ACDP: A DAP = 
Oe OPP IDP > DPM AP. 

Hieruit volgt Inh. vierhoek 
DOD Ae er 
CP HCP XDP + DP XAP) == 

DA ee 
of Inh, vierh. ABCD: prod. 
diagonalen =—= A ABP:AP X 
DD oe BET ae} 

In nevenstaande figuur is 
CE gelijk genomen aan AD. 
Nas =10D. Verder is 
be OASIS ANABE 
OPROER BP: BOCH 
OOAABE rr APABP ABG 
| AEN PNT odd Besl 
Ae BOE AB X AB: BO X CE; 
of Inh: ABOE: (ABX AE 4 BCXCE) —= A BCE : BOXCE (8). 

Uit (2) en (3) volgt Inh. ABCE: (AB X CD + BC X AD) = 
ee Pest BEU im, ER ene 

Uit (4) en (1) volgt Inh. ABCE : (AB X CD + BC X AD) == 
nb ABED « prod. diag. Maar Inh: ABCE == Inh. ABCD 
Pe OD dek AD — prod.-diagon. 


ken elementatre bepaling van de Voort 
plantings-snelhetd van het geluid 


C. KREDIET (Rotterdam). 


Het vermoeden, dat de meeste docenten in de natuur- 
kunde zonder bewijs de formules 


v -|/} oren J kB 
D D 


zullen geven aan hunne leerlingen, mag ik zeker wel uit- 
spreken. Toch is een elementaire afleiding dezer betrek- 
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kingen niet moeilijk en geenszins buiten het bevattings- 
vermogen van goede leerlingen der H. B.S. Ik meende goed 
te doen de door mij wel eens gegeven afleiding in dit 
tijdschrift te doen opnemen. Ik stel bekend 1°. de betee- 
kenis van de elasticiteits-modulus EE; 20, de waarde van 
| R 
C—C 

Nemen wij een lange staaf met een doorsnede w. Laten 
a, b en c drie moleculaire lagen zijn, onmiddellijk naast 
elkander gelegen. In den rusttoestand zijn de afstanden 
ab en be ieder gelijk A. 

Planten zich nu longitudinale trillingen in de staaf voort, 
zoo is de uitwijking van b aan te geven door 


het mechanisch equivalent der warmte-eenheid A —= 


t 

Wj=dsind 7 

waarin l — amplitude en T — trillingstijd der trilling. — 
Is de voortplantings-snelheid van het geluid v en is de 
richting van voortplanting die van a naar b, zoo is voor a 


À 
Rn 

SLA Te 

voor C 

À 
Rn 

USIN 

C T 


end. ef 
aangezien a en c respectievelijk secunden vóór en na b 


in beweging zijn gekomen. 
De afstand van de lagen a en b is nu niet meer à, doch 
hij is geworden 
| gil 
diest En Ugs 
Evenzoo is die voor b en c veranderd geworden in 
CN 


Dientengevolge wordt b naar zijn evenwichtsstand ge- 
dreven door een kracht, die gemakkelijk is te berekenen. 
Volgens de richting ab toch werkt een krachu, die, daar 
de samendrukking (der lengte A) U, — %, bedraagt, gelijk 


» dan 
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Us RIC Up 


À 


He: 


In de richting ch is de kracht 


Up, Te U 5 
NE () 


A 
en dus wordt b teruggedreven door een kracht 
kes Gm J- U) 


K = À se 
Nu is: 
u. it Set Sin Ar Hos ij ee 
ROR 0 T vT D oet 
dus is 
2 Ew XN 
K —= u}. 8 (1 — COS 2m), 
ded 
4. Ew À 
en AR . 
b ‚A ú) tam 
Aangezien A uiterst klein is, mogen wij hiervoor schrijven 
| 422 Ewa 


K == Up. ZT 


Hieruit blijkt dat die kracht recht-evenredig is met de 
uitwijking u‚. Per eenheid van afstand wordt zij derhalve 


Nu leert een van te voren bewezen eigenschap der en 
kelvoudige trilling, de formule 


meere 
/ 


en daar in ons geval m de massa is per lengte A, zoo is, 
als D de dichtheid der stof voorstelt: 


Jaraa 


ed 


Daarom is dus 


188 


dk 
nee Dwav2 TT? 
A22 Ewa? 
en dit geeft ons de betrekking 
Dv? —=E 


dus 
Vv == W EE 
D 
Om nu de waarde van EK bij een gas te bepalen, denken 
wij ons een luchtkolom, afgesloten in een cylinder, van 
1 e.M?. doorsnede, door middel van een zuiger. De druk 
zij P dynes, de lengte van den kolom L c.M. Wij ver- 
meerderen den druk met p dynes (p zeer klein), waardoor 


de zuiger lc.M. naar binnen gaat. In verband met de be- 
teekenis van E is dan 


en dus 


De wet van Boyle-Gay-Lussac leert ons nu 
De ee 
Poet en ) 
als 6 de kleine temperatuurs-verhooging is, die ontstaat 
door de samendrukking. De bij de samendrukking ver- 
richtte arbeid is, aangezien » zeer klein is, 


PL ergs, 
dat is 
P U (e — cl) Week 
EE calorieën, 
en daar 
ES 
Ea Dal 


als D de dichtheid van het gas is, zoo is 
LD cl HS" DAME EE). 
waaruit 


l 
j=T Kk —). 
| L ( ) 


nd 
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Wij vinden dus 
PL  (P + #) (L — 4) 


T zen 3 l ’ 
1 (: een (lee D) 


of 


| | 
PL (Lr kj PAP (Ld 


Daar nu pl verwaarloesd mag worden als zijnde het pro- 
duct van 2 kleine grootheden, zoo levert deze betrekking 
PL EPU(Kk—-l)=PLtpLbL-Pl, 


dus 
Edd A 
dat is 
Hrgr  f 
Ü 
Dus wordt 
Eif EA 
en bijgevolg BER 
di kP 
D 


Uit buitentandsehe tijdschriften. 


1, De stof voor rekenkundige vraagstukken. 


Als men de Engelsche rekenboeken inkijkt zou men 
zeggen dat iedere Engelsche jongen winkelier of makelaar 
worden moet; die boeken zijn vol van voorbeelden over 
ongewone maten en gewichten, disconto, enz. ; sommige 
bevatten ook hoofdstukken over de wijzers van een klok, 
regelmatig groeiend gras, enz. Daar hangt een atmospheer 
van onwerkelijkheid over; de hoeveelheden vloeken met 
de werkelijkheid ; hier b.v. hebt ge een vraagstuk waarin 
een jongen met 3,185 c.M. moet werken ; als de examinator, 
die dit vraagstuk stelt, eens naar een Meter keek, zou hij 
waarschijnlijk iets nieuws leeren; in twee richtingen ligt 
er onzin in de uitkomst voor de oppervlakte van een veld; 
123,9291 cM2, 
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Slechte oplossingen vloeien gewoonlijk voort uit onnauw- 
keurig rekenen. Vele onderwijzers denken dat dit verholpen 
kan worden door talloos veel vraagstukken te laten uit- 
werken ; dat komt ons twijfelachtig voor. De beste manier 
om onnauwkeurigheid te verhelpen zou een stelselmatig 
drillen zijn in eenvoudig hoofdrekenen en het maken van 
optelsommen ; kinderen, die een goeden bewaarschool-cursus 
over getallen gevolgd en zelden een pen op het Dann 
gezet hebben, zijn vaak uitstekende rekenaars. 

De regels in de rekenkunde zijn weinig in aantal en 
eenvoudig ; de leer der evenredigheden is het eenige waar het, 
na de vier hoofdregels, op aankomt. Repeteerende breuken 
en veel andere stof behooren tot de wetenschap, en hebben 
niets te maken met de kunst van rekenen. Waarschijnlijk 
worden grootste gemeene deelen en kleinste gemeene 
veelvoud ’t best bewaard voor de algebra; ze zijn niet 
noodig voor de eenvoudige breuken die een jongen onder 
handen krijgt. 

Alles wat ligt buiten de vaardigheid van rekenen en de 
enkele, juist genoemde, eenvoudige regels, is toegepaste 
rekenkunde, dat gewoonlijk den vorm van handelsrekenen 
aanneemt. Waarom? Er is natuurlijk niets tegen dat een 
jongen van 12 jaar interest berekenen kan, maar waarom 
moet hij geplaagd worden met tarra, refactie, courtage, enz. ? 

Waar dan de rekenkunde op toegepast ? Wel, jongens 
van 12-18 jaar beginnen met natuurwetenschappen en 
meetkunde; ’t lijkt daarom wenschelijk en niet onmogelijk 
dat ze leeren, tusschen 10 en 13 jaar, hoe hun rekenkunde 
op die vakken toe te passen. De leeraars in de natuur- 
wetenschappen klagen dat ze jongens krijgen die incapabel 
zijn de meest gewone oppervlakken en inhouden te schatten, 
en soms zelfs decimalen te gebruiken. 

In een cursus, zooals we ons dien voorstellen, zou een 
jongen de afmetingen van voorwerpen, liefst van meet- 
kundige modellen, moeten bepalen; het gebruik van een 
meetstok is de beste inleiding voor de beteekenis van ge- 
wone en decimale breuken. 

Dan zou volgen het bepalen van oppervlakken, b.v. van 
de zijvlakken der modellen. Hand aan hand kan daarmee 
gaan het teekenen van figuren, het gebruik van eenvoudige 
formules, enz. | 

(Andrew, Head Master of Whitgift Grammarschool, in 
„School van Mei 1904). 
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We onderschrijven in hoofdzaak de critiek van Andrew. 

Ook in ons land komen de gewraakte fouten voor; de 
rekenopgaven loopen ook hier over onmogelijke zaken, of 
over handelsrekenen, met de complicatie dat de samen- 
steller vaak geen flauwe notie heeft van handelsusantiën. 

Zelfs mannen van wie men zoo iets niets verwachtte 
zou geven trigonometrische vraagstukken met tot gegevens: 
hoeken tot in fracties van seconden, afstanden van tien- 
tallen kilometers tot in millimeters! Hoe worden die 
grootheden zoo nauwkeurig bepaald ? 

Ook is het alhier vertoond dat een schrijver tot in uren 
ging uitrekenen hoe lang, onder bepaalde omstandigheden, 
een zeker kapitaal moet uitstaan om een bepaalde rente 
op te brengen ! 

Ter loops voegen we hieraan toe dat in Duitschland 
het gebruik van „vierstellige” logarithmen meer en meer 
ingang vindt. Maar er zijn ook Duitschers van andere 
kracht; in een der nummers van „Hoffmann's Zeitschrift’ 
van ’t vorig jaar wordt het gewicht berekend.van een 
strekkenden Meter ijzeren balk van gegeven profiel; de 
uitkomst (ruim 100 K.G.) wordt tot in milligram nauw-. 
keurig bekend!!! ’t Is jammer dat die rekenmeester niet 
verder is gegaan, en het gewicht van een slagschip eerste 
klasse niet in decigram nauwkeurig heeft berekend ! 


Ge A CIEOT: 


2. Van het Wiskunstenaars-Congres in Heidelberg. 
a. Gino Loria. Het onderwijs in de beginselen der Wiskunde 
in Italië. (Uittreksel) 

De meetkundige tradities in Italië zijn Kuclidisch ; na 
de middeleeuwen komen Commentaren op Euclides uit, 
geteekend door mannen als Viviani, Borelli, Fagnano, enz. 
Na de bevrijding van het juk der vreemden verkoos men 
ia Piëmont (en dit is te wijten aan Franschen invloed) 
de half-rekenkundige methode van Legendre boven de 
streng-geometrische van Euclides, terwijl in de vroegere. 
Oostenrijksche provincies handboeken in gebruik waren 
zóó gebrekkig dat Cremona, benoemd tot professor aan 
een gymnasium in Lombardije, er geen een als tekstboek 
gebruiken wilde. Toen hij in 1867 door de Regeering be- 
last werd met het aangeven, in groote trekken, van eene 
hervorming van het meetkunde-onderwijs, aarzelde hij 
geen oogenblik als middel aan te geven: terugkeer tot de 
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Elementen van Euclides; hij had tot helpers Brioschi en 
Betti, die een uitmuntende uitgave van Euclides bezorgden. 
De groote wiskunstenaars die de Elementen van E. 
invoerden waren zich bewust dat dit werk herzien moest 
worden voor dit gebruik; het Italiaansch gouvernement 
opende dan ook een wedstrijd voor een oorspronkelijk 
werk over elementaire meetkunde, en bepaalde kort 
daarna dat het onderwijs moest gegeven worden volgens 
de methode, en niet volgens den tekst van E. Daardoor 
werden in onze scholen goede boeken ingevoerd (o.a. Faifofer). 
In het handboek van De Paolis werd de aloude scheiding 
tusschen Planimetrie en Stereometrie opgeheven. 

Even ralicaal is de hervorming die Veronese later voor- 
stelde: het idee beweging in de meetkundige bewijzen te 
brengen. 

Enriques en Amaldi zijn de laatste van de Italiaansche 
geleerden die zich met elementaire meetkunde bezig ge- 
houden hebben. Zij werkten de elementen van E. om, 
ten einde die in overeenstemming te brengen met den 
huidigen stand der wetenschap en de behoeften der scholen ; 
daarbij komt op den voorgrond de kwestie van de meet- 
kundige axioma's. 

De vereeniging Mathesis van leeraren in de exacte 
wetenschappen aan middelbare scholen heeft tot doel den 
voortgang der wetenschap dienstbaar te maken aan de 
verbetering van het onderwijs. Onder de vragen die men 
in den boezem dier vereeniging besproken heeft, verdienen 
er twee nader besproken te worden. De eerste is: de fusie 
van Planimetrie en Stereometrie. In 1825 vroeg Gergonne 
zich af of onze verdeeling der Meetkunde natuurlijk en 
overeenkomstig met het wezen der dingen is; 15 jaar later 
gaf Mahistre een (Fransch) boek uit, waarin -de fusie door- 
gevoerd is; de tweede druk verscheen in 1844, tegelijk 
met een van Bretschneider: „Lehrgebäude der niederen 
Geometrie”, waarin ook Planimetrie en Stereometrie tegelijk 
hehandeld worden. In de officieele programma van 1871 
voor de technische scholen in Italië leest men dat het 
gebruiken van Stereometrie zelfs in planimetrische vraag- 
stukken, een methode van meetkundig onderzoek is die 
de ouden kenden, en die er toe bijdraagt dat de 
leerlingen de gewoonte krijgen in de ruimte te zien. En 
kort daarop schreef Cremona „Stereometrische beschou- 
wingen maken dikwijls gemakkelijk en intuitief wat 
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planimetrisch lastig en ingewikkeld zou zijn + bovendien 
scherpen zij het verstand en bevorderen ze de meetkundige 
verbeeldingskracht, die een noodzakelijk eigenschap voor den 
ingenieur is” (wij cursiveeren). Omstreeks denzelfden tijd 
(1873) geeft een uitnemend Fransch geometer, Meray, zijn 
„Nouveaux éléments” uit, waarin ook Planimetrie en 
Stereometrie door elkander behandeld worden. }) 

In Italië is de kwestie nog niet beslist: de jongste 
Italiaansche programma’s kunnen zoowel de separatisten 
als fusionisten dienen. 

De tweede in Mathesis behandelde kwestie is deze: 
„Hoe maakt men het onderwijs in de beginselen der Wis- 
‘kunde meer vruchtbaar?” Men moet geen definitieve en 
volledige oplossing van deze vraag verwachten; de vol- 
gende algemeene opmerkingen zijn enkel bestemd een beetje 
licht te geven. Ik begin met eeu opmerking van Hermite: 

„Bacon de Verulam a dit que l'admiration est le prin- 
cipe du savoir; sa pensée qui est juste en général, l'est 
surtout à l'égard de notre science, et je m'en autoriserai 
pour exprimer le désir qu'on fasse pour les étudiants, la 
part plus large aux choses simples et belles qu’a l'ex- 
trême rigueur, aujourd'hui en honneur, mais bien peu 
attrayante, souvent même fatigante sans grand profit pour 
le commencant qui n'en peut comprendre l'intérêt.” 

Een Italiaansch philosoof zegt in denzelfden trant : „het 
doel van het middelbaar onderwijs is om te geven, niet 
de wetenschap, maar liefde tot de wetenschap.” Nu kan 
de wiskunde tweeledig opgevat worden: men kan haar 
bewonderen als een volmaakt toonbeeld van een weten- 
schappelijk gebouw, zoo stevig dat zelfs de eeuw der 
critiek er de grondslagen van niet aan het wankelen heeft 
kunnen brengen, óf wel als machtig en zeker hulpmiddel 
voor andere wetenschappen. Hoewel het een prerogatief 
van enkele uitgelezen geesten is om van jongs af aan de 
exacte wetenschappen om hunne theoretische eigenschap- 
pen lief te hebben, zoo kan toch geen verstandig mensch 
koud blijven voor de fraaie toepassingen waarvoor ze 
vatbaar zijn, en zoo kan men aan de wiskunde-leeraars 
niet genceg aanraden de theoretische eigenschappen op 
concrete zaken toe te passen, en practische, gevarieerde 


1) In no. IV hopen we den tweeden druk van dit merkwaardig 
boek te bespreken; het begint in Frankrijk een omwenteling in het 
Meetkunde-onderwijs te veroorzaken. …_Cikot, 
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voorbeelden te behandelen; dat idée vind ik belichaamd 
in het. uitmuntend leerboek der meetkunde van Henrici 
“en Treutlein, waarin, als toepassing van de Trigonometrie, 
de triangulatie van het Groothertogdom Baden voorkomt. 


Uit ,L' Enseignement mathematique”’, 1905, no. 1. 


In No. IV wordt de mededeeling van het verhandelde in 
Heidelberg voortgezet. 
C. A. CIKOT. 


3. Uit het grens-gebied van Wiskunde en 
Natuurlijke Historie. 


Af en toe worden de wiskundigen uitgenoodigd om 
vraagstukken uit het gebied der Natuurlijke Historie te 
helpen oplossen. Bekend is b.v. het klassieke vraagstuk 
uit de differentiaal-rekeuing, om te bewijzen, dat de bijen 
op de meest economische wijze de celletjes in de raat 
maken. | | 

Ook de in de natuur voorkomende krommen, schijnen 
dikwijls de aandacht getrokken te. hebben, getuige de 
pamen van sommige lijnen, zooals de schulptrek (conchoïde 
van Nicomedes) en de slakkelijn (limacon de Pascal). Toch 
kunnen deze benamingen op niet meer dan oppervlakkige 
waarneming berusten. Het laatste wordt nog eens duidelijk 
uit een artikel, dat Kurt Hucke in de Naturwisschaftliche 
Wochenschrift 1904 bl. 1009 over de Conchyliometrie gaf, 
welk vak tot doei heeft den aard der kromme te vinden, 
die de projectie is van windingen van een slakkenhuis op 
een vlak loodrecht op zijn as. 

Van de vijf verschillende krommen die voorgesteld zijn, 
o.a. de door Jacob Bernoulli in 1691 bestudeerde parabo: 
lische spiraal #2 — a?® hebben slechts twee zich staande 


kunnen houden, nl. de logarithmische spiraal, , = a vp 


en de conchospiraal , = zn Jc. De eerste werd ge- 
vonden; door Moseley (1858), de tweede door Naumann (1646). 

Talrijke conchyologen als Macalister en Goodsir in En- 
geland; Muller, Sandberger en Lehmann in Duitschland 
hebben metingen verricht om tusschen de beide krommen 
te kunnen beslissen zonder echter tot een bepaalde uit- 
komst te geraken. 

Bij dezen stand van zaken trachtte Grabau in zijn 
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academisch proefschrift: Ueber die Naumannsche Koncho- 
spirale und ihre Bedeutung fir die Konchytiometrie (Leipzig, 
1872) de vraag te beantwoorden of het ook door de waar- 
nemingsfouten mogelijk zou zijn, de beide krommen met 
elkander te verwisselen. Zulks bleek het geval te wezen, 
zoodat voorloopig de zaak niet te beslissen is en de kromme 
eenvoudigheidshalve als een logarithmischs spiraal opgevat 
wordt. S 

Van practisch belang is de Konchyliometrie niet. Wel 
heeft Goodsir getracht de slakken te klassificeeren naar 
de constanten die bij hunne logarithmische spiralen op- 
treden, maar de moeilijke metingen en berekeningen, die 
bij het determineeren noodig zouden zijn hebben dat voorstel 
spoedig doen vergeten. 

Ook voor de plantkunde is de hulp der wiskundigen 
ingeroepen. Brocard heeft al meermalen (Intermediaire, 
1895, 1902, 1904) de aandacht gevraagd voor de studie 
van de groepeering der zaden van een zonnebloem. Deze 
vormen een mozaiek, waarin duidelijk twee onderling ge- 
lijke, symmetrisch geplaatste stelsels van krommen te 
herkennen zijn. Zijn deze spiralen, eycloides, epicycloides ? 
Om de studie te vergemakkelijken stelt Brocard te Bar- 
le-Duc fraaie photo's van een zonnebloem beschikbaar, die 
1 —19 centimeter middellijn hebben. 

Q. 


4, Uitbreiding van de stelling van Ptolemeus 
op een koordenvijfhoek. 

In aansluiting bij de uitbreidingen meegedeeld op bl. 49 
en 115, moge hier nog het volgende worden geplaatst. 
Als a, b, e, d, e in volgorde de zijden van een koordenvijf- 
hoek zijn en A, B, CG, D, E de diagonalen met dien verstande, 
dat a en A enz. geen gemeenschappelijk eindpunt hebben, 
dan is: 

ABCDE — abede —= > abDd?. 
Men heeft: aA —= — be + CD en vier analoge betrekkingen, 
die door cyclische verandering gevonden worden Met be- 
hulp hier van is-het tweede lid te herleiden tot: 
— Babede J- bde DE + ace BA + ab Dd? + be Ee? = 
— Sabede + CD acd + bd B + ce B} = 
— 3achde CDE LAD J cel == 
— Babede + ABCDE. 
Deze gelijkheid geeft de stelling van Ptolemeus 00e == 0 
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wordt. Voor het geval, dat de vijfhoek regelmatig is voert 
zij tot de betrekking: 
32 Gos® 36° OSS ID == B 
Davis, Repr. Educ. Times. New Series I. 1902, 14775. 


Q. 

5 „Barisien geeft een stelling, die zich geheel aansluit bij 
het meegedeelde op bl. 115. | 

Zijn A, B, C, D concyclische punten op egen gelijkzijdige 
hyperbool dan gaat de lijn van Wallace van D ten opzichte 
van A ABC door het middelpunt der Myperbool. Daar een 
gelijkzijdige hyperbool door de hoekpunten van A ABC 
ook door het hoogtepunt gaat, zoo zullen dus de hoogte: 
punten der AA BCD, enz. ook op de hyperbool liggen. 
Maar deze liggen symmetrisch met A, B, CO, D ten opzichte 
van het gelijkvormigheidspunt, waarvan in het genoemde 
stukje sprake was; dit punt is dus het middelpunt. 

In deze eigenschap vindt ook het tweede vraagstuk in 
1904 op het examen Wiskunde, K‚ gegeven (zie bl. 120) 
een eenvoudige meetkundige verklaring. 

Periodico di Matematica 1904. 680. 


Q. 

6. Elementaire afleiding eener eigenschap der parabool. 

Zoo de normalen in de punten P en P’ de as in G en G' 
snijden, dan is het midden H van GG’ evenver van Pen P 
verwijderd. 

Ä zij de top, F het brandpunt, N en N’ de projecties, 
van P en P op de as, dan is GG — NN Om 
subnormaal gelijk 2 AF is. 

HP? -== 4 AF.AN + NG? — 2 HG.NG + HG? 

HP? = 4 AFAN’ + NG? + 2 HG.N'CG + HG? 

HP? — HP? = 4 AF‚NN’ — 4 AFG —= 0. 

Tucker. The Educ. Times 1904, 15638. 
Q. 

,. De vergelijking der assen eener kegelsnede gegeven door 
hare algemeene vergelijking. 

Zij de vergelijking A, 2? + 2Bxy + A? y2 + 2x + 
2Cy + D = 0, dan zuilen de voetpunten der normalen 
uit %, Yo neergelaten ook gelegen zijn op de hyperbool 

(Art d By HO) Wy — Yo) = (Br + Aoy + Co) (W — 20). 

Worden nu voor x, en yy de coördinaten van het mid- 
delpunt genomen, dan ontaardt de hyperbool in twee rechte 
lijnen, de assen der kegelsnede. 
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P ís een punt binnen een 
cirkel; APA’, BPB' en CPC' zijn 
koorden, die met elkander hoe- 
ken van 120° maken. AP + 
BP + CP is dan gelijk aan 
AP + BP + CP terwijl elk 
dezer sommen gelegen is tusschen 
ok en RWS, als R de straal 
van den cirkel is, 

Projecteer het middelpunt 
M op de koorden in K,‚ L, O 
en. K weder op BB’ en CC’ 


PEEN in D en E. Dan is: 
hbe PR SD 
GP PM == PK =E 3EM 
AP == AP ei 


of 


AP + BP + CP — AP — BP — CP —= 0. 
Als maximum voor AA’ + BB + CC’ heeft men 6R. 
Zij nu « de kleinste der twee hoeken, waarin de mid- 
dellijn MP den hoek APC’ verdeelt, dan is 
AA +BB CC’ >> 2R cos z-2R cos (6042) +2R cus ( 60—7)=—= 
AR, COS u 
welk product dus als minimum 2R W/3 is. 
Heppel, Fhe Educ. Times, 1904. 15438. 
Q. 


9. Een rechte lijn, die zich zoodanig verplaatst, dat zij op 
drie kruisende lijnen rusten blijft, beschrijft een oppervlak 
van den tweeden graad. 

Baten P.. P…, Ps de drie gegeven. kruisende lijnen zijn 
Dis Po, P3 drie lijnen, die op de eerste rusten; deze lijnen 
ontmoeten een willekeurig vlak in de punten A, C, E,‚ B, 
D, F. De overstaande zijden AF, CD snijden elkander in L; 
EE BC in M; ED, AB in N. De snijpunten van P/ ps, 
Bens DIe zijn. XA, Y, Z. 

Nu liggen de punten X, Y, L op een rechte lijn, daar 
zij alten liggen in de vlakken gaande door P;, p3 en Ps, p3, 
Evenzoo Y, 4, M en X, Z, N die-in de vlakken Ps pa, 
P, p, en Ps ps, Pp; liggen. L, M‚N kunnen dus beschouwd 
worden als de snijpunten van \ XYZ met het willekeurige 
vlak en zijn dus collineair, waaruit volgt, dat A, B, C, D, 


Wiskundig Tijdschrift le Jaarg. 18 
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\, F op een kegelsnede liggen, die door F beschreven zou 
worden als /3 zich bewoog. 
Blythe, Math. Gaz. 1904. 7156. 


Q. 
10. Gevoeligheid van een balans. 


G. F. merkt op, dat twee voorwaarden van roven 
voor een balans: de armen lang en licht, niet geheel juist 
zijn, daar lengte en gewicht niet van elkander onafhankelijk 
zijn. Heeft b.v. het juk een primatische doorsnede dan is 
de doorslag onafhankelijk van de lengte. 

G. FE, Bull. des Sc. math, et phys. 1904 bles 


Q. 

11. In elken koordenvierhoek welks diagonalen elkander 
loodrecht in een vast punt P snijden, zullen de rechten, die 
de middens der overstaande zijden vereenigen door een vast 
punt gaan. De lijn, die de middens der diagonalen ver- 
eenigt wordt gehalveerd in het midden der lijn, die P met 
het middelpunt vereenigt, door welk punt dus ook de 
genoemde lijnen gaan. 


Pôtel, Bull. des Sc. math. et phys. 1904, bl. 296. 
Q. 


12. Een driehoek gelijkvormig met zijn voetpuntsdriehoek. 

Voor het geval de driehoek scherphoekig is, moet deze 
gelijkzijdig zijn. Is hij stomphoekig, dan moeten zich de 
hoeken verhouden als 1 : 2: 4. 

In dezen driehoek loopen de zijden van den voetpunts- 
driehoek evenwijdig met de deellijnen van binnen- of 
buitenhoeken; de straal van den cirkel aangeschreven aan de 
grootste zijde is de helft van dien van den omgeschreven cirkel. 


Cikot. Bull. des Sc. math. et phys. 1904, bl. 297. 
5 Q. 


Boekbeoordeeling. 


MAURICE d’ OCAGNE, Le calcul simplifié. 
Bibliothèque Générale des Sciences, 
Gauthier-Villars, Paris 1905. 


Dit werk isde 2° druk van een in 1894 verschenen werkje 
onder denzelfden titel: „Le calcul simplifié par les procédés 
mécanigues et graphiques”’. 
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Deze tweede druk is „entièrement refondue et considé- 
rablement augmenté’”’, zoodat het van 116 bladz. op 218 is 
gekomen. De le druk was een afdruk van eenige lezingen, 
door den heer d'Ocagne gehouden in het Conservatoire 
des Arts et Métiers (1893). 

Daar deze 1° druk zoo goed als onbekend isin ons land, 
is het onnoodig aan te geven op welke punten het werk 
is uitgebreid, en dus zal onmiddellijk de inhoud worden 
besproken. 

De strekking van het boek is om mede te deelen, welke 
hulpmiddelen er bestaan om gewone rekenkundige bereke- 
ningen langs mechanischen weg te verrichten; berekeningen, 
niet alleen voorkomend bij wetenschappelijke onderzoe 
kingen, doch ook in de dagelijksche praktijk van den 
ingenieur, den financier, den officier, den zeeman. 

De stof is verdeeld over 6 hoofdstukken : 
Reken-instrumenten. 

Reken-machines. 

Logarithmische instrumenten en machines. 
Tabellen. 

Graphisch rekenen. 

. _Nomographie. 

Deze hoofdstukken zijn gekozen om het overzicht te 
vergemakkelijken ; het komt voor, dat een of ander hulp- 
middel in twee hoofdstukken zou moeten worden besproken ; 
de schrijver heeft dan een keuze moeten doen. 

Het 1° hoofdstuk vermeldt even de rekenborden der 
Grieken en Romeinen, en van de middeleeuwen ; en de nog 
bestaande der Russen, Chineezen en Japanners. 

Daarna volgen: 4. Instrumenten voor optellen: 1° twee 
regelmatig verdeelde latten, die naast elkander kunnen 
worden verschoven, of een schijf, die in een ring draait; 
2e de arithmograaph Troncet, die nog steeds in den handel is; 

B. Instrumenten voor vermenigvuldigen: de staafjes 
van Napier, die van Génaille, de laatste vorm van den 
arithmograaph Troncet, het instrument van Bollee (den 
fabrikant van automobielen). Met dit laatste kan men een 
getal van 14 cijfers vermenigvuldigen met een van 6 cijfers. 

Rekenmachines (2° hoofdstuk) zijn in groot aantal aan- 
wezig : 

A. de optel-machines van af die van Pascal (1692) tot 
aan die van Roth; de Amerikaansche machines, de kas- 
registers; 


ee 


200 


B. de vermenigvuldigingsmachines van af die van Leib- 
nitz (1671) tot aan den arithmometer van Thomas (thans 
nog in gebruik), den arithmaurel, de machine van Tchebichef 
(die in een aanhangsel gedetailleerd besproken wordt), de 
Odhner (bij ons meer bekend als de Brunsviga, in Frankrijk 
als de Dactyle), de machines van Roth, van Büttner, van 
Grant, van Selling en anderen. 

Een nieuw principe is gebruikt in de machine Bollee, 
dat ook toegepast is in de Millionair van Steiger, die ook 
in ons land is ingevoerd. 

Een belangrijke groep machines zijn die van Babbage, 
Scheutz en andere. 

De machine van Scheutz berekent termen van een reeks 
van de 4° orde (een groot aantal tabellarische getallen 
uit de praktijk zijn als zoodanig te beschouwen), en drukt 
ze-af in looden platen, die als matrijzen voor stereotypie- 
platen kunnen dienen. 

Een machine van Babbage is niet voltooid; het afge- 
werkte deel bevindt zich in het South-Kensington Museum 
te Londen. De bedoeling was, willekeurige rekenkundige 
bewerkingen in willekeurige volgorde er mede te verrichten, 
en de geheele bewerking met de uitkomst af te drukken. 

Het 3° hoofdstuk geeft een korte geschiedenis van de 
logarithmen ; daarna verschillende vormen van de reken- 
liniaal, en ten slotte de machine van Torrès voor de op- 
lossing van vergelijkingen. 

Over de tabellen (4° hoofdstuk) is weinig mede te deelen ; 
voor meer dan 8 veranderlijken kunnen ze niet worden 
ingericht. | 

Eveneens is het 5° hoofdstuk, over graphisch rekenen, 
kort; het stipt aan : het bepalen van een product als 4e 
evenredige, en van de wortels van een vierkantsverge- 
lijking. 

Meer uitgebreidheid is gegeven aan het 6° hoofdstuk, 
„over nomographie, het vak, dat door den heer O. gescha- 
pen en belangrijk ontwikkeld is. Daar aan dezen tak van 
wetenschap in ons land nog niet de aandacht is gegeven, 
die hij verdient, zal dit nader worden besproken. 


In het laatst van de 18e eeuw verzamelde Monge meet- 
kundige constructies ; bracht deze onder algemeene gezichts- 
punten, en deed daardoor een nieuwen tak van wetenschap 
ontstaan : de beschrijvende meetkunde. 
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In de 2° helft der voorgaande eeuw verzamelde Cullmann 
eveneens meetkundige constructies van andere soort, bracht 
ze ook onder algemeene gezichtspunten, en schiep daardoor 
een anderen tak van wetenschap: de graphostatica. 

In ’t laatst der voorgaande eeuw (sedert 1889) verza- 
melde de heer d'Ocagne meetkundige teekeningen van een 
bijzondere soort, bracht ze eveneens onder algemeene ge- 
zichtspunten, en gaf weder het leven aan een tak van 
wetenschap : de nomographie. 

In 1891 gaf hij daarover een boekje van 96 bladzijden 
in het licht; in 1899 had de 2e druk 467 bladz. De titel 
van den 2e druk is: „Nomographie, Théorie des Abaques 
(Gauthier — Villars, Paris) 

De nomographie geeft methoden aan om een formule 
met 2 of meer veranderlijke grootheden zoodanig in beeld 
te brengen, dat men onmiddellijk de waarde van een der 
veranderlijken op de teekening kan aflezen, wanneer de 
waarden van de overige veranderlijken gegeven zijn. 

De naam nomographie beteekent „teekening van een wet“ 
d. w.z. van een natuurkundige of wiskundige formule. 

Een zeer bekend voorbeeld is de voorstelling van de for- 
mule PV = RT uit de gas-theorie, welke voor elke waadre 
van T een hyperbool voorstelt. | 

De voorstelling op rechthoekige coördinaten is niet voor 
alle formules de meest eenvoudige. Voor sommige gevallen 
(formules uit de praktijk) zijn de zeshoekige rekenplaten 
van voordeel, terwijl de door den heer 0. gevonden me- 
thode van richtlijnen een buitengewoon eenvoudige af beel- 
ding geeft van formules, die op rechthoekige of andere 
_ coördinaten samengestelde of onduidelijke teekeningen 
zouden geven. 

De teekeningen, die men verkrijgt werden oorspronkelijk 
door den heer O. „abaques’” genoemd, afgeleid van het 
grieksche woord voor „dambord” met het oog op de ver- 
deeling ontstaan door de horizontale en vertikale lijnen, 
die men trekken moet om punten te bepalen. Sedert 
eenige jaren noemt hij ze „nomogrammen’” In onze taal 
kunnen ze „rekenplaten” heeten. 

Zulk een rekenplaat (ontleend aan het bovenvermelde 
grootere werk) is opgenomen in het boekje, waarover deze 
bespreking loopt, nl, die voor de oplossing van 25 + nz? 
Tperqg=0, 
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Br zijn twee rechte lijnen, en een stelsel krommen, 
gesneden door een bundel evenwijdige rechten. Op de 
eerstvermelde rechte lijnen zijn waarden van p resp. q 
aangegeven. Elke kromme behoort bij een waarde van #. 

Door een liniaal te leggen door de punten die de waarden 
van p en q in de vergelijking aangeven, en van uit het 
snijpunt (of van uit de snijpunten) met de kromme, die 
bij de waarde » behoort(en), de lijn(en) van den bundel te 
volgen, vindt men op een verdeelde schaal de waarde(n) 


van 2. 
F.J. VAES. 


Neerologie. 


WILHELM FUHRMANN (18338—1904). Op 11 Juni van 
het vorige jaar overleed te Koningsbergen, waar hij aan 
de Oberrealschule werkzaam was, de schrijver der „Syr- 
thetische Beweise planimetrischer Sätze.” Zijne werkzaa.m- 
heid lag vooral op het gebied van de nieuwere meetkunde 
des driehoeks. In het bijzonder bestudeerde hij den cirkel, 
die tot middellijn heeft den afstand van het hoogste punt 
tot het punt van Nagel, en die dan ook ter zijner eer 
cirkel van Fuhrmann genoemd wordt. 


PAUL TANNERY (1843-1904). Op 27 November j.l. 
overleed dezen bekwame schrijver over de geschiedenis 
der wiskunde, wiens werk La giometrie grecque, wel bekend 
is. Hij was een man, die hoewel in de tabaksindustrie 
werkzaam, met vrucht velerlei wetenschappen beoefende, 
zooals wiskunde, philosophie, philologie. 

Zijn universaliteit moge b.v. hieruit blijken, dat hij eens 
tegelijkertijd voordrachten hield aan de Sorbonne over de 
geschiedenis der rekenkunde, en aan het Collège de France 
over Latijnsche en Grieksche taalstudie. 


J. C. V. HOFFMANN, (1825—1905), de stichter van het 
Zeitschrift für math. und naturw. Unterricht, ontviel 21 
Januari aan de wetenschap. 


ROBERT TUCKER (1832—1905). Op 738-jarigen leeftijd 
overleed te Worthing bij Londen Robert Tucker, een 
ijverig beoefenaar van de nieuwe meetkunde des driehoeks, 
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Zijn naam is verbonden aan een groep cirkels, waartoe 
o.a. de omgeschreven cirkel, de cirkel van Lemoine en de 
Taylor cirkel behooren (Quarterly Journal of Pure and 
Applied Mathematics, 1885). Hij was een trouwe mede- 
werker van de wiskundige afdeeling van Zhe Educational 
Times, van waar zijne stellingen naar vele leerboeken, 
o.a. naar Caley's Sequel, haar weg vonden. 


CORNEILLE LOUIS LANDREÉ (1838-1905), schrijver 
van de bekende Stereometrische Hoofdstukken, was, na te 
Utrecht repetitor geweest te zijn, als actuaris te Dordrecht 
en te Amsterdam werkzaam. Zijn hoofdwerk is „Mathema- 
tisch-Technische Kapitel zur Lebensversicherung”, waarvan 
weldra een Sde druk verschijnen zal. In laatstgenoemde 
stad overleed hij 10 Februari j.l. 
| Dr N. QUINTE. 


Vraagstukken. 


(Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofd- 
redacteur vóór 25 Juli 1905, Nieuwe opgaven, vergezeld 
vun de oplossingen worden gaarne verwacht. 

Verzoeke het papier slechts aan een kant te beschrijven 
en voor elke oplussing een afzonderlijk vel papier te nemen). 


30. Er zijn twee bollen gegeven, die geen punt gemeen 
hebben, het laagste punt van den eenen ligt lager dan 
dat van den anderen. Gevraagd hoe men een hellend vlak 
moet plaatsen opdat een stoffelijk punt in den kortsten 
tijd daarlangs van den tweeden bol naar den eersten kan 
komen. (Wrijving verwaarloozen). 

C. A, Crkor, 


31. Een cilinder ligt op een hellend vlak (g); in zijn 
midden heeft hij een zeer smalle gleuf, die tot op de helft 
der dikte gaat; in die gleuf is om den cilinder een dun 
touw geslagen; het ander uiteinde daarvan loopt, even- 
wijdig aan de helling, naar het hoogste punt, waar het 
bevestigd is; gevraagd de versnelling van de beweging en 
de spanning in het touw, (Wrijving verwaarloozen). 

C, A. Crkor, 
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82. Twee veranderlijke koorden van een cirkel blijven 
elkaar snijden in een vast punt binnen den cirkel onder 
een standvastigen hoek. Wanneer is de vierhoek, waarvan 
zij de diagonalen zijn, maximum, en hoe groot is dat 
maximum ? (Straal van den cirkel == R,‚ stompe hoek tus- 
schen de diagonalen — 2«, afstand van het vaste punt 
tot het middelpunt == d). C. A. Cikor, 


33. Elementair de volgende eigenschappen te bewijzen: 
In de hoekpunten van een tetraëder brengt men raakvlakken 
aan den omgeschreven bol; de verlengde zijvlakken in 
ieder hoekpunt bepalen op het overeenstemmende raakvlak 
drie deorgangen; de hoeken tusschen die doorgangen twee 
aan twee zijn aan ieder hoekpunt dezelfde. 

CA. GIROR 


34. Binnen een gegeven driehoek een punt P te bepalen 
zóó dat :-sin PAB. sin’ PBG. sin"PGAFSSC ax nn 


C. A. Cikor, 


35. Binnen een tetraëder een punt te bepalen, zóó dat 
het product van zijn afstanden tot de zijvlakken maxi- 
mum is. C.A. GIR 


36. Bewijs dat in een parallelepipedum de som van de 
kwadraten der zes diagonaal-vlakken gelijk is aan twee- 
maal de som van de kwadraten der zijvlakken. 


C. A. -CIKOT: 


37. Bewijs dat in alle parallelepipeda beschreven op een 
stel toegevoegde middellijnen van een ellipsoïde, de som 
van de kwadraten der diagonaalvlakken constant is; die 
som uit te drukken in de halve assen a, b en c. 


58. Van bovenbedoelde paralellepipeda dat te bepalen 
waarin is: a) het oppervlak minimum, b) de som der 
diagonalen maximum. C. A. Crkor. 


_ 89. Bepaal voor eene ellipsoïde de plaats van de zwaarte- 

punten des tetraëders, waarvan ieder tot hoekpunten heeft 
een uiteinde van drie toegevoegde middellijnen, en het 
middelpunt, Ge A, CIO 
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40. Voor alle octaëders in een zelfde ellipsoïde, die tot 
diagonalen hebben een stel toegevoegde middellijnen, is 
constant: a) de som van de kwadraten der ribben, b) de 
som van de kwadraten der drie diagonaal-vlakken, c) de 
inhoud. C. A. Crkor. 


41. Men snijdt een scheeven cirkelkegel door vlakken 
welke alle de hoogtelijn bevatten. De driehoeken, welke 
hierdoor ontstaan, hebben eenzelfde orthocentrum ; hunne 
lijnen van Euler zijn beschrijvende lijnen van eenzelfden 
cirkelkegel ; hurne negenpunts-cirkels liggen op één bol. 

CA OLO: 


49, Gegeven een willekeurige vierhoek ABCD. S is het 
snijpunt der diagonalen. Men neemt CS —= AS, BF —= DS, 
waarbij E op AC en F op BD. — Bewijs dat het zwaar- 
tepunt van vierhoek ABCD samenvalt met dat van drie- 
hoek EFS. C, KREDIET, 


43. Wanneer in het zwaartepunt 4 van een vierhoek 
ABCD vier krachten aangrijpen, in richting en grootte 
voorgesteld door ZA, ZB, ZC en CD zal de resultante 
worden aangegeven door ZS, waarbij S het snijpunt der 
diagonalen. C. KREDIET, 


44, Een koordenvierhoek te construeereu als gegeven 
zijn: de straal des cirkels, de som van twee overstaande 
zijden, een der andere zijden en den hoek tusschen de 
diagonalen. C. KREDIET, 


45. Een drievlakshoek te construeeren als gegeven zijn : 
een zijde (b), de hoek B over die zijde, en de som der beide 
andere zijden (a en €). C, KREDIET. 


46. Blythe maakt bij zijn bewijs (zie Uit Buitenl. Tijd- 
schr. blz. 197) gebruik van de stelling van Pascal: Hoe 
zou men omgekeerd de hyperboloïde met één blad kunnen 
gebruiken om de genoemde stelling uit stereometrische 
beschouwingen af te leiden ? Dr. N. Quint. 


47. Als men in een koordenvierhoek uit het snijpunt 
der diagonalen loodlijnen trekt op de (vier) zijden, en de 
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achtereenvolgende voetpunten twee aan twee vereenigt, 
krijgt men een (voetpunts-vierhoek), waarin de hoeken 
gehalveerd worden door genoemde loodlijnen, terwijl % 
dien vierhoek een cirkel kan beschreven worden, waarvan 
't middelpunt ’t snijpunt der diagonalen van den koorden- 
vierhoek is. Bewijs dat. Wanneer gaat die „voetpunts- 
vierhoek” over in een driehoek, W. H. WIssELINK. 


48. Als de wortels van de vergelijking x? — a, @2 + dax 
— 43 —= 0 de zijden zijn van een (scherphoekigen) drie- 
hoek, vraagt men in a,, ag en az uit te drukken: le den 
omtrek, en 2e het oppervlak van den voetpuntsdriehoek 
diens driehoeks. W. H. WiISSELINK. 

49. Als de wortels van de vergelijking x* — a, x? + ast? 
— A3 T + d, == 0 de zijden zijn van een koordenvier- 
hoek, vraagt men in dj, do, d3 en a, uit te drukken den 
straal van den cirkel, om dien vierhoek beschreven. 

W. H. WISSELINK. 


50. In een willekeurigen vierhoek ABCD laat men uit 
de hoekpunten loodliĳjnen AA,, BB, CC, en DD, op de 
diagonalen neer en verbindt de op elkander volgende voet- 
punten. Vergelijk den vierhoek A,B,C,D, met vierhoek 
ABCD enz. W. H. WiISSELINK. 


Vraag en Antwoord. 


Antwoord op vraag 15. Zij het tetraëder ABCD, en de 
hoek op de ribbe AB : (AB) enz., dan heeft men in de 
Svl. hoeken A, B, C en D achtereenvolgens: 

(AB) + (AC) + (AD) >> 2R 

(AB) SEB EBD) ZR 

BEE MED ACADI n 

(BD) + (AD) + (CD) > 2R 

2 AB) j (AO) (AD) t-(BO) (BD) (CD) SS GEER 
(AB) —+ enz. > 4R. 

Om de andere grens te vinden, beschrijft men op een 
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der zijvlakken een driezijdig prisma, zooals men dat doen 
om den inhoud van het viervlak af te leiden uit dien 
van het driezijdig prisma. Gaat men nu de sommen na: 
van de hoeken van het prisma en van de tetraëders, en 
houdt men bovenstaaude ongelijkheid in het oog, dan vindt 
men de gevraagde grens. 

CG. A. Cikor. 


Antwoord op vraag 16. Om verschillende redenen komt 
ons een aanvulling van de lijst boeken voor akte-studeerenden 
wenschelijk voor. 

Rekenkunde: Gravelaar, Leerboek der Rekenkunde, 2 din. 
Tannery, Lecons d'Arithmétique. Verder het leerboek van 
de Gast. 

Stelkunde : Lecons d'Algòbre élémentaire, par C. Bourlet. 
Eneyklopädie der Elementar-Mathematik. IL. Verder het 
werk van P. J. Bos, en dat van Borel. 

Meetkunde : Hadamard, Lecons de Géométrie élémentaire. 
(Twee deelen); De Planimetrie en de Stereometrie van 
Knapper.; C. A. Cikot, Stereometrische vraagstukken ; 
Petersen, Methoden (vertaald door Wisselink); Kommerel- 
Hauck, Lehrbuch der Stereometrie; Henrici und Treutlein, 
Lehrbuch der Elementar-Geometrie (3 dln.) ; Niewenglowski 
et Gérard, Géometrie élémentaire ; Van der Harst, Leerboek 
der Stereometrie ; Inleiding der Stereometrie ; Klein Swor- 
mink, De regelmatige veelvlakken; Vaes, De regelmatige 
lichamen en 2 der halfregelmatige; Casey, Sequel to the 
Elements of Euclid; Fuhrmann, Synthetische Beweise; 
Voor de geheele lagere Wiskunde: Holzmüller, Methodisches 
Lehrbuch. (3 deelen); Duhamel, Des Scienees de raison- 
nement. | 

Voor Frigonometrie: Borel; Casey, Trigonometry (Plane 
and Spherical); Nixon, Elementary Plane Trigonometry. 

Voor Analytische meetkunde: Briot et Bouguet, benevens 
de oplossingen van Prof. Korteweg, (laatste uitgave van 
Dr. Wijthof); van Geer; de vraagstukken van Siersmas; 
Smith, Conic Sections; Geometrical Conics. 

Voor Beschrijvende meetkunde: Beyel, Darstellende Geo- 
metrie. 

Voor Hoogere Algebra: Als inleiding op Rahusen (Labat- 
to’s lessen) C. Smith. A treatise en Algebra. 

Voor Methodiek en Pedagogiek: Laisant: Les Mathéma- 
tigues; philosophie ct enseignement. Smith; Teaching of 
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Mathematics; verder het Duitsche werk van Reidt, en het 
Engelsche van de Morgan. 

We hebben deze lijst opzettelijk zoo ruim opgesteld, 
omdat we gegronde hoop hebben dat er nu in de eerste 
jaren geen vraag, of beter nog, geen antwoord noodig zal zijn. 


CACHE 


Antwoord op vraag 18. An elementary Treatise on Cubic 
and Quartic Curves by A. B. Basset. 10 s. 6 d. Deighton 
Bell 1901. 

Q. 


Vr, 19, Waarom wordt soms, ook in dit tijdschrift 
(afl. 2 bl. 115) de rechte van Simson Wallacelijn genoemd ? 


Icnorus te W. 


Antw. M'kay te Edinburgh heeft aangetoond (zie Nature 
XXX blz. 635 en Proc. Edinb. Math. Soc III, 1885, bl. 104), 
dat ten onrechte Servois in 1814 van de rechte van Simson 
sprak, daar deze lijn niet genoemd wordt in de werken _ 
van Simson, maar wel en zoover hij vond voor het eerst 
in een artikel van William Wallace verschenen in Ley- 
bourn’s Mathematical ‘Repository, vol. II, blz. 111, 1798. 


Q. 


Vr. 20. Hoe kan men ’t eenvoudigst met z vermenig- 
vuldigen ? 


A te A 
Antw. Door gebruik te maken van de betrekkingen: _ 
Ì 1 Eel 
1 Ì 2 
z— (3 + en (0000 
| RE ie N Rs 
z—3(1 + EI zoo T 2000 — 3,1516 
} l l ev 
AS ir rn De A 
re ri ae 


Voor deze en dergelijke herleidingen vergelijke men 
Langley A treatise on computation. 1895, 


209 


Opgemerkt moge hierbij worden, dat de gegevene her- 
leiding, nl. een breuk te splitsen in anderen die 1 tot teller 
hebben, reeds veelvuldig toegepast is door den oudsten 
bekenden mathematicus Ames, die tusschen 2000 en 1700 
v. CG. in Egypts leefde en wiens handboek, een papyrusrol 
(de z.g. Papyrus-Rhind) van 20 meter lang en 30 centimeter 
breed in het Britsch Museum bewaard wordt. 


Q. 
Vr. 21. Hoe onderzoekt men de convergentia der reeks ; 
l j 1 
sin d Ten | nemen een 
(K‚ 1878). 
K. EL, 


Vr. 22. Gaarne vernam ik of er ook Nederlandsche 
werken zijn, waarin de regelmatige 1/hoek en 257 hoek be- 
sproken worden. 

G. te B. 


Antw. Badon Ghyben heeft den 1/’hoek behandeld in de 
Verslagen en Mededeelingen der Kon. Acad. Afd. Natuurk. 
2de Reeks, Deel 1 blz. 815. Den 257hoek onderzocht hij in 
dezelfde reeks, Deel II blz. 1. 

Zijn onzen lezers nog andere plaatsen bekend ? 


Q. 


Vr. 23. Wanneer men bij rekenkundige getallen heeft 
Pe X @, = Ps X 5, dan kan men steeds de getallen 
P, en Q,, in factoren ontbinden, en door andere sumen- 
voeging daarvan de getallen P, en Q» krijgen. 

B.v. 24 X 15 —=(3 X 8) X (3 X 5) =(8 X 3) X (8 X 5) —= 
Dn 40. 

Evenzoo gaat het met algebraïsche meetbare vormen. 

Nu vond ik laatst de volgende identiteit : 

{3a + 11b JW (a? + 2ab + 250%) } X 

B 0 VAA ee 
—iba j- Db — Vloet Oee Me O0 In 

pa ba J 200 2D) 

Is in deze en dergelijke identiteiten ook eene ontbinding 
als boven mogelijk ? 

ZERO. 
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Opmerking bij de oplossing van vraagstuk 5, 
lades 


Het brandpunt van de parabool, die raakt aan de lijnen 
AB, BD, DC, CA is het inversiepunt van het snijpunt der 
zijden AD en BC; voor zijn meetkundige plaats vindt men 

VEN VN 
de voetpuntskromme der ellips door S beschreven ten op- 
zichte van het middelpunt. 

Het brandpunt van de parabool, die raakt aan AD, DB, 
BO, CD is het inversiepunt van Es; het beweegt zich over 
de lijn AB, 

K. vaa 


Opmerking bij „Over Zwaartepunten”, blz. 1. Het paral- 
lelogram is ook scheef-symmetrisch ten opzichte van elk 
der diagonalen. 

es 


Op blz. 109 is verzuimd het werk te vermelden van N. 
L. W. A. Gravelaar: Leerboek der Rekenkunde. 

Het eerste deel daarvan bespreekt het theorema van 
Fermat, en de uitbreiding ervan door een theorema van 
Euler, (blz. 102 van den 3°2 druk, 1904). 

Aan het theorema van Fermat wordt ook de uitbreiding 
gegeven, dat als p een ondeelbaar getal is, onderling on- 
deelbaar met a, 

an (p—l) deelbaar zal zijn door p”. 

WE 

In aansluiting met de op blz. 109 der 2e afl. genoemde 
werkjes over getallenleer kan nog vermeld worden: G. A. 
Vorsterman van Oyen; „Over de deelbaarheid der geheele 
getallen” (v. Nooten, Schoonhoven, 1888). In dit slechts 
+ 80 bladz. groote werkje komen dingen voor, welke men 
niet in elk schoolboek vindt. 

‚ Hoewel behoorende tot in de Noot:op blads. 109 be- 
doelde boeken is vermelding toch wel gewenscht. 


C. WAFELBAKKER. 
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Een paar opmerkingen over evamenvraagstukken 
uit aflevering 2. 


Vraagstuk 8 over Rekenkunde van ’t adspirant-landme- 
terexamen (bladz. 123) bevat ’t 24° gegeven (nl. het verschil 
van 2° en 3° breuk) te veel. Op zijn zachtst uitgedrukt 
noem ik dergelijk vraagstuk als examenopgave minder ge- 
schikt. Aan wien de schuld, als de examinator beschuldigd 
wordt van gedachteloos overschrijven of van nog iets heel 
anders ? j 

Vraagstuk 1 Stereometrie van Wiskunde L. O. is moeie- 
lijker dan vraagstuk 3 van Meetkunde M.O. K,. Beide 
vraagstukken komen voor in Cikot Ster. opgaven. 

No. 3. van Stelkunde L. 0. is met de oplossing te vinden 
in van Laar, Lessen over de lagere Algebra. 

't Opgeven van vraagstukken uit bekende leerboeken of 
verzamelingen is m. i. zeer af te keuren. 


J. N. VISSCHERS. 


Op blz. 45 is onder No. 2 van „Uit buitenlandsche tijd- 
schriften” gesproken over een meetkundige plaats. 

In ’t leerboek der vlakke meetkunde van Dr. A. Benthem 
wordt een afleiding gegeven, die zeker even fraai is, en 
tot een eenvoudiger constructie leidt. Wel wordt de af- 
stand AB harmonisch verdeeld, maar dit woord wordt niet 
genoemd, en behoeft den leerling ook niet bekend te zijn. 

sh BAVEL 


De redactie houdt zich gaarne aanbevolen voor mede- 
dedeelingen als bovenstaande, waardoor beter bekend wordt. 
wat door landgenooten geleverd is. 


Op blz. 10len volgd. is het woord „cosini” gebruikt, als 
meervoudsvorm van cosinus. Dit woord is onjuist; de 
latijnsche meervoudsvorm is gelijk aan het enkelvoud. 


5. 


Nieuw verschenen werken. 


W. KRELING. Meetkundige Vraagstukken, derde druk. 
Groningen, J. B. Wolters, 1904. Prijs -f 0.60. 

Dr. A. v. THIJN. Leerboek der Algebra met Vraag: 
stukken. Groningen, J. B. Wolters, 1904/5. le deel f 1.25, 
2e deel f-1,25. 


212 


FF. J. CHERPION. Vlakke Driehoeksmeting en Logarith- 
men. Rotterdam, Nijgh en v. Ditmar, 1904, f 1.10. 

Antwoorden op id. f 0.25. 

DE PRAKTIJK VAN HET REKENEN, verklaard voor 
Vaklieden. Overgedrukt uit het Vakblad voor den Werk- 
tuigkundige en den Eleetrotechnicus. Deventer, 4, E. 
Kluwer, 1904, f 0.50 

ED BAILLAUD ET H. BOURGET. Correspondance d'Her- 
mite et Stieltjes. Gauthiers—Villars, Paris, 1905. Tome I 
(8 Nov. 1882—22 Juillet 1889) XX dr 477 blz, 

CH. HERMITE, H. POINCARÉ ET E. ROUCHE. Oeuvres 
de Laguerre. Gauthier— Villars, Paris, 1905. Tomes 
Géométrie, IV —J 715 bladz., 22 tr. 

N, STA DJER. Gemengde ‘opgaven over de Theorie Her 
Rekenkunde. W.C. Reuter, ’s Gravenhage 1905. f 0.35. 

IN SEPRENRE: GRAVELAAR. Leerboek der Rekenkunde. 
Groningen, P. Noordhoff, 1904. le deel, derde, verbeterde 
druk. | 

N. L. W. A. GRAVELAAR. Opgaven ter toepassing 
van de theorie der Rekenkunde. Groningen, P. Noordhoff, 
1904. le stukje, tweede druk. 

VADEMECUM der Wiskunde, IL. Winterswijk, G. J._ 
Albrecht. f 0,50. 

De volgende alle bij P. Noordhoff, Groningen : 

W. H. WISSELINK, Kern van de Meetkunde. 1904, 
vierde druk, f 0.50. 

W. H. WISSELINK. Meetkundig Rekenboek. 1905, 1e 
stukje (vlakke figuren). B. Vraagstukken, tweede druk, f 0.25. 

W. H. WISSELINK, Vraagstukken ter oefening in de 
algebra. 1904. le stukje, dertiende druk, f 0.50. 

2e negende miesje 

ANT sel WISSELINK. Eerste verzameling van vraag: 
stukken ter oefening in het practisch rekenen. 1904, veer- 
tiende druk. f 0.25. 

W. H. WISSELINK. Een en ander uit de praktijk. 1905. 
Eerste stukje, derde druk. f 0.80. 

D. B. WISSELINK. Theorie der Rekende. 1904. Eerste 
deeltje, zevende druk. f 0.75. 

P. W. B. SASSEN. De electriciteit. 1904. Derde druk, 
{ 0.90. Gebonden f1.25. 

R. H.-_DEWALD, Ampère, Ohm, =Volt-en Watbambenns 
f[1.—. Gebonden f 1.25. 
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De regels van Neper. 
DOOR | 


M. DE KONING 
(Rotterdam). 


Voor de berekening van den rechthoekigen boldriehoek 
heeft men 10 formules, waarvan het onthouden gemakkelijk 
gemaakt wordt door de beide regels, door Neper gegeven: 

le. In elken boldriehoek is de cosinus van een der 
elementen gelijk aan het product van de sinussen der af- 
gelegen elementen, en 

2e. In elken boldriehoek is de cosinus van een der 
elementen gelijk aan het product der cotangenten der 
aanliggende elementen, 

mits in beide gevallen de rechthoekszijden vervangen 
worden door hunne complementen. 

De gewone gang in de meeste leerboeken is nu deze, 
dat eerst de tien formules worden afgeleid en daarna, 
uitsluitend als hulpmiddel om deze gemakkelijk te ont- 
houden, de twee regels. Een rechtstreeksche afleiding van 
de regels zelf, waaruit dan de formules volgen, vond ik 
nergens. Ik meen in het volgende een zoodanige recht- 
streeksche afleiding der regels gevonden te hebben. 


Zij ABC (fig. 1) een boldriehoek, 
rechthoekig in C en waarvan we 
de zijden BO, CA en AB zullen 
voorstellen door a, b en c en de ll 
hoeken CAB en ABC door Aen B. f 

Verlengen we de rechthoeks- 
zijden CA en CB ter weerszijden 
met hun complement, zoodat 

B AK == Bli 80 Ne 
en brengen we daarna een groo- ENS& 
ten cirkel door L en E en één äR 
door K en D, welke elkaar snijden 8 
in PF, dan ontstaat een bolvijf- 


riek es 
hoek AEFDB, die verschillende merkwaardige eigenschap- 
pen bezit. 

Wiskvi dig Ticschiit le Jaarg, 14 
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IT. Elk hoekpunt van den bolvijfhoek is de pool der tegen- 
overliggende zijde; alle diagonalen zijn 90°, 

Bewijs: boog CD == boog CE —= 90° en £ ECD SBO 
dus A CDE is gelijkzijdig rechthoekig. 

D is dus de pool van AE en E is de pool van BD, ter wijl 
de diagonalen DA, LE en EB elk 90° zijn. 

Uit BE —= 90° en BL = 90° (gegeven) volgt, dat B de 
pool is van den cirkel door L en E‚ dus van EF en dus 
ook diagonaal BF —= 90°. | 

Uit AD == 90° en AK == 90° volgt, dat A desnoolms 
van den cirkel door K en D, dus van DF en tevens dat 
diagonaalkk AF == 000. 

Ten slotte volgt uit AF — 90° en BF — 90°, dat F de 
pool is van AB. 


II. Elke hoek van den bolvĳjfhoek is het supplement van 
de tegenoverliggende zijde, 

Bewijs: Een driehoek, zooals FAB, DAE enz. ingesloten 
door twee diagonalen en één zijde, is gelijk beenig rechtzijdig. 
De basishoeken dezer driehoeken zijn dus 90°, terwijl hun 
tophoek gelijk is aan de tegenoverliggende zijde. 

Nemen we nu een der hoeken van den bolvijfhoek, b.v. 

7 EAB, dan volgt uit het voorgaande: 

LeBAD SS O0 eN 
dus LEAD + / FAB =/ EAB + / FAD = 180?, 
of daar LEAD DOOP NED 
LEAB + bg FD —= 180°. 


EIT. De zijden van den bolvĳjfhoek zijn gelijk aan de twee 
scheeve hoeken, de hypothenusa en de complementen der 
rechthoekszijden van den boldriehoek ABG. De hoeken van 
den bolvjfhoek zijn de supplementen daarvan 

Bewijs. Men heeft direct: 

AB == ODB 00 dn A 

Verder is 

EF — 180 — / DBA 
en daar / DBA het supplement is van hoek B ook: 
Er N 

Kvóneens DES SO een Re AN 

Opmerking. Gaan we bij den boldriehoek ABC van uit 
c de elementen rond, dan vinden we achtereenvolgens c, 
B, a, b, A, Bij den bolvijfhoek daarentegen is de volgorde 
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c‚ 90° — a, A, B, 90° — 5. De elementen van den bol- 
vijfhoek komen dus overeen met het le, 3e, 5e, 2e, 4e 
element van den boldriehoek. Twee elementen van den 
bolvijfhoek zullen dus aanliggend zijn als de overeenkom- 
stige elementen van den boldriehoek niet aanliggend zijn, 
en omgekeerd. 


IV. In den bolvijfhoek is de' cosinus eener zijde gelijk 
aan het product der cotangenten der beide niet aanliggende 
zijden. 


Bewijs. Om de betrekking te bepalen tusschen de zijde 
AB en de daaraan niet grenzende zijden EF en DF herin- 
nere men zich dat {EFD — 180° — AB, zoodat slechts 
de betrekking bepaald behoeft te worden tusschen de beide 
scheeve zijden en den ingesloten 
hoek van den rechtzijdigen bol- 
driehoek EFD (de-zijde DE — 90°). 

Daartoe beschouwe men den 
drievlakshoek O, PQR (fig: 2), 
waarvan de zijde QOR = 90°, 
De scheeve zijden hiervan zijn 
POR = B en POR = zg, terwijl 
de daartusschen gelegen hoek de 
standhoek ACB is. 

Drukken wij alle lijnen uit in 
de lijn OC en de hoeken « en 9 
‚dan vindt men: 

CA == OC telf, CB = OCtg eg, 
OA = OC/cos B, OB —= OC/cos z, 


1 1 
en dus AB?2—= OA? OB*= 0C? EE? ae 8 ). 


In driehoek ACB is nu 
AB? — AC? + BC? — 2AC X BO. cos ABC. 
Waaruit (de gevonden TAR teritue ae na dee- 
ling door OC?) 
1 l 
COS? u gi cos? B 
of na vermenigvuldiging met cos? z X cos* @ 
COS? a + cOS2 B — sin? B COS? a + sin? w COS? B — 
2 sin « cos a sin B cos B cos ACB, 


—= tg? B + tete — 2tge tg Beos ABC 


waaruit 
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cos? z (1 — sin? f) —- cos? B (1 — sin? z) 
2 sin z cos z sin B cos 
2 cos? B sin? z 
2 sin 2 cos z sin B cos @ 
== — COtg #-cotg f3. 
In den bolvijfhoek heeft men dus ook 
cos EFD —= — cotg EF X cotg DF 
of daar cos EFD —= — cos ADB. 
cos AB == este ER cote Di 

Uit deze eigenschap vloeit, in verband met de opmerking 
na eigenschap II, onmiddellijk voort de eene regel van 
Neper: 

In elken rechthoekigen holdriehoek is de cosinus van 
een element, gelijk aan het product der cotangenten van 
de beide aanliggende elementen, mits de rechthoekszijden 
vervangen worden door hun complementen. 


cos ACB —= — 


V. In den bolvjfhoek is de cosinus eener zijde gelijk aan 
het product der sinussen van de aanliggende zijden. 


Bewijs. Verlengt men de zijden AE en FD ter weers- 
zijden van EF gelegen, tot zij elkaar snijden in N, dan 
ontstaat de boldriehoek ENF. 

Omdat A de pool is van DF, is / N == 90°, en boog 
AN == 90°, en omdat D de pool is van boog AE, is boog 
DINO 

Boldriehoek ENF is dus rechthoekig in N, terwijl de 
rechthoekszijden de complementen zijn van AE en DF, 

Zooals in de meeste leerboeken der boldriehoeksmeting 
rechtstreeks bewezen wordt, is nu 

COS-:EF == cOS EN XX cos EN 
en dus Ook - cOSLEF == sinsAbsexssin DE 

In verband met de opmerking na eigenschap III volgt 
dus de tweede regel: 

In elken rechthoekigen boldriehoek is de cosinus van een 
element gelijk aan het product van de sinussen der niet 
aanliggende elementen mits de rechthoekszijden vervangen 
worden door hun complementen. 
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Algemeen bewijs voor de binomtaalformule 


DOOR 


H. A. DERKSEN 
(Nijmegen). 


Het fraaiste bewijs voor de binomiaalformule is dat, 
hetwelk voorkomt in het tweede deel van Laurent, Traité 
d'Algèbre (Paris, Gauthier-Villars). Omdat het daar echter 
zeer beknopt gegeven wordt, komt het mij niet ondienstig 
voor, het hier in zijn geheel te geven. 

Wanneer men in jl be 


1 + nx a In JE Lie kan MES 
1.2.3 

welke we dh de P (n) zullen noemen, aan ” een 

willekeurige niet geheele, positieve waarde geeft, dan 

bevat zij oneindig veel termen; en om een bepaalde waarde 

tot som te hebben, moet zij convergent zijn. 


lg +1 


Zoekt men nu de limiet der verhouding EE dan 
q 
vindt men: 
bad arsfRE qide À NSI en 
jrk ern, ( q Jz= (2 7) 


welke voor toenemende waarden van g, EE van het 
teeken nadert tot 4. De reeks $(n) is dus ‘convergent, als 


pe iS, 

Schrijft men nu Ae elkaar de reeksen: 

DN)=ld ur en HIL. A) en man (1) 
mm le stane en PD} _@ 
Beh ARR 
NIM) (nml) , nm) nml 
(in He ee eed EE ea 7E (3), 
dan vindt men door vermenigvuldiging van de reeksen 
(dr ens(2): 


Pm)=l mrd 


1 
MKO gm ES am EN Hs 
n(n—l). BEEN De GEen 
Ed rn ti Pt m ATEN 
….(M— D | I 
dh Ent Ee er (ap fe) 


Nu weet men reeds, daar de binomiaalformule geldig is 
voor geheele positieve waarden van den exponent, dat 
D (1) X P (m) identiek is met P (n + Mm), als n en m 
geheele positieve getallen zijn. 

Noemen we kortheidshalve A den coëfficient van zx? en (3) 
en B den coëfficient van z? in (4), dan weet men dus reeds: 
A == B voor geheele waarden van ” en m. 

Geeft men aan » een geheele pos. waarde, b.v. 4, dan 
zijn A en B beide veeltermen van den pien graad naar m, 
die aan elkaar gelĳĳk zijn voor alle geheele waarden van 
m, dus voor meer waarden dan de graad van de veel- 
termen bedraagt, derhalve voor elke willekeurige waarde 
van m. Dus: 

A —= B voor n geheel en m willekeurig. 

Geef nu aan m zulk een willekeurige waarde b.v. 3, 
dan is A niet alleen gelijk aan B voor „ == 4, maar 
evenzeer voor elke geheele positieve waarde van », der- 
halve ook voor elke willekeurige waarde van ”. Dus: 

A == B voor » willekeurig en m willekeurig. 

En daar dit evenzeer aangetoond kan worden voor de 
coëfficienten van alle machten van z in (8) en (4), heeft men: 
P (nr) X P(m)=P(n + m) voor alle waarden van n en m. 

Opmerking: Stelt men m == 7, dan vindt men 

n) XP (n) =P (2n), en in het algemeen: 
{Pnt =P (an) voor n willekeurig en a geheel en positief. 


Nu blijft nog over aan te toonen, dat ® (n) = (1 + 2)” 
is, en we zullen dit doen: 
a) voor het geval » eene breuk laeve == (ens 


zijn geheele getallen). 
b) voor het geval » negatief is. 


ad. Te bewijzen: ol) = (14 je 
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Bewijs. Uit de opmerking hierboven volgt: 
LIS 
elen, 


Maar ook is {® (D)}r/sjs = @ Gr PD (1). 
Hieruit volgt: de =P (Ijs. 
Maar onder ® (1) verstaat men hetgeen reeks (1) wordt, 
DS 
rn ee AOK emd ON 
r 


derhalve ® el BE, 


/ 


DRE WIUzen. Pip (LP, 

Bewijs. Uit ® (xn) X pm) =P (m + n) volgt, als men 
n door p en m door — p vervangt: ® (p) X Hd (— p) = | (0). 

Nu is ® (0) hetgeen & (n) wordt, als men » — 0 stelt; 
ES W. AO lt 

We weten uit (J) reeds, dat $(p) = (l + xP is, en 
daar ®(p) X P (— p) = 1 is, zal 

l 1 Ee 
es in ml 
nn tzijn. 


Een paar leerzame foutieve oplossingen 
DOOR 


Dr. H. J. OOSTING 
(den Helder). 


IT Opgegeven was het navolgende vraagstuk: 

Men vraagt de meetkundige plaats van het snijpunt der 
loodlijn uit het brandpunt van een parabool op een raaklijn 
neergelaten met de lijn uit den top van de parabool naar 
het raakpunt getrokken. (Deltt 1885). 

Voor de oplossing hebben wij: 

Vergelijking der raaklijn in een punt (x,, }) der parabool 
Pe 

Ui Dt dt) Pe CL) 
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Vergelijking der loodlijn uit het brandpunt op de raaklijn 


neergelaten : 
OAN NT 
y= lk 4 a 

Vergelijking der lijn uit den top naar het raakpunt ge- 
punt getrokken : 


Me jen 

Ds Been 
Voorwaarde: 

DR ERE Ee OO 


Voor de juiste oplossingen moeten x, en y, uit (2 en (8) 
geölimineerd worden met behulp van (4). 
__ Een der leerlingen had xv, en y, geëlimineerd uit (1), (2). 
en (83). Hierdoor komen we tot het navolgende vraagstuk : 

In het vlak van de parabool 42% == 2px beweegt een 
punt (@, 4,) zoodanig, dat het voetpunt van de loodlijn 
uit het brandpunt neergelaten op de bij het punt behoorende 
poollijn steeds in de lijn ligt, die het punt verbindt met 
den top van de parabool. Gevraagd: de meetkundige plaats 
van het genoemde voetpunt. 

Oplossing : 

Wij hebben: 
vergelijking der poollijn bij (@, 4): 


YY =DE D) 0 vnl 
vergelijking der loodlijn uit het brandpunt op de ‘poollijn | 
neergelaten : 

SEE bij tin 

Ui (£ OE (2) 
vergelijking der lijn door den top en (x,, 4): 

a Kl 

Vri 


De meetkundige plaats. van het voetpunt krijgen wij door 
x% en y, te elimineeren uit deze drie vergelijkingen. Wij 
vinden : 

je ye Id WE Rd 
d. í. een cirkel waarvan het middelpunt op de z-as ligt 
en tot abscis heeft 5/, p. De cirkel gaat door den oorsprong 
en de straal ervan is °/, p. 

Bij deze nieuwe opgave kunnen wij ook de meetkundige 
plaats van het punt (x,, 4;) zoeken. Deze krijgen wij door 
xv en y te elimineeren. Dit geeft: 
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2xi — Ui + PA = 0, 
of met loopende coördinaten 

22 — y? + pat: zt) 
dus Vake Che à #0) 
d. 1, een hyperbool waarvan de raaklijnen evenwijdig aan 
de y-as zijn » —0, dus de y-as zelf, ei de lijn x= — 3 p. 
De abscis van het middelpunt is — 3} p en de asymptoten 
ZANDE ik tnt 4D DA 

Deze hyperbool ligt buiten de gegeven parabool. 

De in het bovenstaande genoemde poollijn is dus Ge 
raakkoorde. 

Deze meetkundige plaats van (%,, 4}) Vinden wij ook door 
de voorwaarde te zoeken waaraan (x,, 4,) moet voldoen 
als de drie lijnen (1) (2) en (8) door één punt zullen gaan. 
Wij schrijven de drie vergelijkingen daartoe in dezen vorm: 


DE Dr ON BROEK 0E er €Û) 
| p 

YT + PY —_5 EE 
VL — Uy =O... ET EE 


Vermenigvuldigen wij (1) en (2) respectievelijk met de 
constanten k en l, dan moeten wij, als de drie lijnen door 
één punt zullen gaan, hebben: 


kp Set Yi — 0 
— kf, + WW =H = 0 
hp 15 A 0, 
Door eliminatie van ken / volgt hieruit weer de ge- 
vraagde vergelijking tusschen z, en y,. 


IL Opgegeven was het vraagstuk: 

Door een punt P van een hyperbool wordt een lijn 
evenwijdig aan de reëele as getrokken, die de imaginaire 
as snijdt in Q. Gevraagd de meetkundige plaats van het 
snijpunt van de lijn, die P met het middelpunt, en de lijn, 
die Q met den linkertop A verbindt. (Janisch, Aufgaben 
a. d. analyt. Geometrie der Ebene p. 160 nr. 1). 


Wij hebben: 
Ui 


vergelijking van OP: Pen nt eN (1 
1 


vergelijking van AQ: — — + — 1 . … … … … (2) 


Le) 


4 
di 
Voor de juiste oplossing moeten a, en y,‚ uit (1) en (2) 
geëlimineerd worden met behulp van (3). 
Een der leerlingen had in de plaats van (3) genomen de 
vergelijking 


ENA 


voorwaarde: 


fo 
Sn 
be 


ie Tordide en 

ep ols 
Hij had dus het navolgende vraagstuk opgelost: 

2 2 
Bij een hyperbool — 55 — 1 nemen wij een punt P 


(x4, Yj) en trekken daardoor een lijn evenwijdig aan de 
reëele as, die de imaginaire as snijdt in Q. Zij A de lin- 
kertop van de hyperbool. Welke baan doorloopt het snijpunt 
der lijnen OP en QA, wanneer het punt (x,, 4j) steeds z00 
genomen wordt, dat het snijpunt van OP en QA op de 
poollijn ligt, die bij (x,, y‚) behoort. 

Wij vinden 


b2x? — ay? — abt — a2b2 = 0 
| 4 | 
of U Pri (x2 — aL — A2), 


dus een hyperbool waarvan de reëele as samenvalt met 
die van de gegeven hyperbool en de abscis van het mid- 
delpunt +a is. De raaklijnen evenwijdig aan de y-as hebben 
tot vergelijking : 


peen 5 (AE 27285) 
en de asymptoten: 
b 
y= + Pr (Oe: 


Aan dit vraagstuk sluit zich (als bij I) aan het zoeken 
van de meetkundige plaats van het punt (x, y;). Voor de 
vergelijking daarvan vinden wij 


Dx? — a?y? + ab? — ab? = 0 
5, ne 
9) 9 9 
of Oe (22 H- At — 4), 


een hyperbool waarvan weer de reöele as samenvalt met 
die van de gegeven hyperbool, terwijl de abscis van het 
middelpunt — Ja is. De vergelijking van de raaklijnen 
evenwijdig aan de y-as is 
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Dn — 5 Glen 1-5) 
en de vergelijking der asymptoten 
b 
dn aad JL } d). 


Maximum- en mintmumwaarden 
DOOR 


F.J. VAES (Rotterdam). 


Er zijn een aantal vraagstukken in meetkunde en algebra 
(vooral in meetkunde), waarbij sprake is van maximum- 
of minimum waarden. 

Gewoonlijk worden dergelijke vraagstukken op H. B. S. 
en Gymn. zorgvuldig vermeden, omdat de leerlingen niet 
kunnen differentiëeren, en men voor elk vraagstuk de 
verlangde waarde op meer of minder omslachtige wijze 
moet trachten te verkrijgen. 

Zeer dikwijls kan het eerste der hierna genoemde ge- 
vallen worden toegepast; men schroomt dan echter de 
vermelde eigenschap zonder bewijs te geven. 

Langs meetkundigen weg kan men voor een aantal ge- 
vallen op eenvoudige wijze max.en min. waarden vinden, 
zooals hier zal worden aangegeven. 

le. Gegeven: a + b constant. 

Gevraagd: de maximum of minimumwaarde van ab. 


Oplossing. 
Denk de waarden AC == a 
en CB —= hb in elkanders ver- 


lengde uitgezet (fig. 1), op 
AB een halven cirkel be- 
schreven, en in C een lood- 


lijn op AB opgericht. Dan is en ne | 
Bme lende lijm CDs Fig. 1. 

het langst als ze samenvalt 

metsdonsstraaltOBd, w. zals «==. b. 


Deze bekende eigenschap is in den bekenden vorm te 
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brengen: Van alle rechthoeken met gelijken omtrek heeft het 
vierkant het grootste oppervlak. 


2e. Gegeven: ab constant. r 
Gevraagd: de max. of min. waarde van a + b. 
(Omgekeerde van le). 


le Oplossing. 


Wanneer maen (fig. 2) een aantal rechthoeken OA BC, ODEF, 
OGHI enz. teekent met ge- 
lijken omtrek, die een der 
hoeken (O) gemeenschappelijk 
hebben, dan liggen de hoek: 
punten B, E, H enz. tegen- 
over dien hoek in een rechte 
lijn, die hoeken van 45° maakt 
met de zijden van de recht- 
hoeken. Want als men bijv. 
uit H de lijn HK trekt onder 
45° met OG, dan is GK —= 
GH, en dus OK gelijk aan 
den halven omtrek van recht- 
hoek OGHI. Lijnen uit B, E 
enz. onder 45° met de lijn 
OG getrokken moeten even- 
eens door K gaan, zoodat ze samenvallen met HK. 

Van al die rechthoeken heeft het vierkant OABC (volgens - 
de le eigenschap) het grootste oppervlak. Wanneer men 
dus een rechthoek OG'H'[ teekent met evengroot oppervlak 
als OABC, dan moet het hoekpunt H’ noodzakelijk buiten 
A OKL vallen, en gelegen zijn op een lijn K’L’, die van 
OG een stuk OK” afsnijdt, dat grooter is dan OK. 


Daaruit volgt dus, dat van dien rechthoek de omtrek 
grooter is dan van rechthoek OGHI, en dus ook grooter 
dan die van vierkant OABC. 

En dus: van alle rechthoeken met denzelfden inhoud heeft 
het vierkant den kleinsten omtrek, d. w. z. als ab constant 
is, zal a + b minimum zijn voor a — Ù. 


Figs, 


2e Oplossing. 


Denk in het midden van een lijn AB (fig. 3), ter lengte 
2W ab, een loodlijn DE opgericht. Als CD de waarde van 
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d voorstelt, dan snijdt de 
door A, D en B gaanden 
cirkel een stuk CE af ter 
lengte b, en de middellijn 
DE heeft de lengte a + b. 
Beschrijft men dus op AB 
als koorde een aantal cir- 
kels, dan verkrijgt men een 
aantal waarden voor a en 
b, voor welke W av en dus 
ab constant is. De kleinste 
waarde van «& + b wordt 
verkregen door den klein- 
sten cirkel te trekken, d.i. 
de cirkel, waarvan C mid- 
delunt is. Dan is echter 
Oner 


Fig. 
Toepassingen : 
1 
Gevraagd de max. of min. waarde van x + Be of van 


tg 2 + cot. a. 
Het product der termen is constant, hun som is dus 


minimum als » =5 OM ereCOU 2 dismalstitkof 
B). 
ge, Gegeven: d — b constant. 
Gevraagd: de max. of min. waarde van ab. 
Oplossing. 


Geeft men aan a achtereenvolgens grootere waarden, 
dan wordt ook b grooter, en daardoor ook ab. Er is dus 
een minimumwaarde voor b — 0, en een maximumwaarde 
oo voor 4 = oo. Dergelijke max.waarden laat men ge- 
woonlijk buiten beschouwiug. 


4e. Gegeven: ab constant. 


Gevraagd: de max. of min.waarde van ad — b (als 
a niet <b is). (Omgekeerde van 3e). 
Oplossing. 


Als van rechthoek OGHI (fig. 2) de zijden OG en GH 
de lengten a en bh hebben, dan is, als men HK” onder 45° 
met OG trekt, OK” = 4 — b, 
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Voor het vierkant OABC bereikt OK’ de minimum waarde 
ruitsebdannss dus ais. 

(en max. oo wordt bereikt als « oo en b oneindig klein 
is, dus als van den rechthoek OGHI de hoogte GH tot nul 
nadert). 


5e. Gegeven: a? + b2 constant. 
Gevraagd : de max. of min.waarde van a + b. 
Oplossing. 

(fig. 4) met straal OB == 
Wa? + b? =r; bij een wil- 
lekeurig gekozen waarde 
OA == d, vindt men dan 
OB == b. Wordt uit Been 
lijn BC onder 45° met OA 
getrokken, dan is AC == 
AB == b‚-dus OG Sen 
Voor verschillende punten 
B vindt men verschillende 
‚punten C; de max.waarde 

van OC’ wordt verkregen, 

wanneer de lijn onder 45° 
raakt aan den ‘Cirkel Dan Isar 

De kieinste waarde wordt bereikt als B in KE òf in F 
ligt; in het eerste geval is a = 0, b == r, in het tweede 
GEVERS OM | 

Toepassing. 

Gevraagd de max. of min.waarde van sin # + cos 4. 

6e. Gegeven: a? + b? constant. 


Gevraagd de max. of min.waarde van a — U. 
Oplossing. 
Trek in fig. 4 de lijn BD onder 45° met OA, dan is 
OD = ad — hb. Die lengte is minimum als B in E valt 
nl, ôn is wubrals qr); 


De grootste waarde wordt bereikt als B in F valt; dan 
[Sûn Or 

Toepassing. 

Gevraagd de max. of min.waarde van sin © — cOS %. 

7e, Gegeven: a? + U? eonstant. 

Gevraagd : de max. of min.waarde van ab. 

Oplossing. 

De lengten aen b zijn te beschouwen als rechthoekszijden 
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van rechthoekige driehoeken, die een gemeenschappelijke 
hypothenusa AB — WV q2 4b2—d EEE 
hebben (fig. 5), ab is 2 xX het | 
oppervlak van zulk een driehoek, 
en is dus te vervangen door 
AB X CD. Het oppervlak is 
maximum als CD zoo groot mo- 
gelijk is, en dit is het geval als 
CD == OE —= den straal van den 
op AB als middellijn beschreven 
Ginkel Danis. H.— hb —4d49, 
en ab =d? = (a? + 12). | an 
Toepassing. Gevraagd de max. Fig 5. 
of min.waarde van sin © cos x. 


8e. Gegeven: a + b constant. 
Gevraagd: de max. of min.waarde van u* + 6%. 
(Omgekeerde van 5e). 
Oplossing. 

Wanneer (fig. 6) OA —= a, AC == b, 
dan heeft OC een constante lengte. 
Wordt CB onder 45° met CO, en 
in A de loodlijn op CO getrokken, 
Gani AC ROOD 


a? + b2. 
, hk Dak De kleinste waarde van OB wordt 
enn gna aangegeven door de loodlijn OB’ 
7 b uit O op CB neergelaten. Daar 
Des A OB'C gelijkbeenig is, wordt dan 
Ae mEt 
ge, Gegeven a — b constant. 


Gevraagd de max. of min. 
waarde van a? + b2, 
(Omgekeerde van 6e). 

Oplossing. 

Wanneer (fig. 7) OA =a, AC =b 
genomen wordt, dan heeft OC een 
constante lengte. Trekt men CB onder . 
45° met OA, aan wordt van de loodlijn 
in A op AC opgericht, een stuk AB = 
b afgesneden, en OB? is dan — a? + b?. 

Bij verandering van A verplaatst B zich over de lijn CB; 
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de kleinste waarde van OB wordt verkregen als B in C 
valt, dus als b == 0. 


10e. Gegeven: ab constant. 
Gevraagd : de max. of min. waarde van a? —- b?2, 
(Omgekeerde van 7e). 


Oplossing. 
Is in fig. 2 OG —= a, GH == b,dan is de diagonaal OH = 
Wa? + b2, Van de rechthoekeu, die evengroot oppervlak 
hebben als vierkant OABC liggen de hoekpunten H buiten 


A OKL, zoodat de diagonaal OH de kleinste waarde zal 
hebben. als. H in B-valt, dus als a == 5. 


Ille. Gegeven: a + b constant. 
Gevraagd : de max. of min. waarde van a + Wap. 


Oplossing. 
Denk op een lijn 
AC = AB + BC =ad 
b (fig. 8) een halven 
cirkel beschreven, in 
B een loodlijn BE op 8 8 
AC opgericht, en door Á Ars Bi 0 DBC @ 
E een lijn ED onder eK ed 
45° met AC getrokken. 
Danis BDr= Bij 
Wab, dus AD = at Wab. | 
De maximumwaarde van AD wordt verkregen als de 
lijn onder 45° raakt aan den cirkel. 


Fig. 8. 


Door den straal OF == 7 van het raakpunt F te trekken 
en de loodlijn FB’ op AC neer te laten, vindt men dat 
ar tr VD, 

of da =d b Ht (a tb) Ve, 
waaruit volgt: | 

De mashmumwaarde AG == el + OG is dan gelijk aan 
et TV 9, Oe eeb ADE 


De kleinste waarde B BE als ED in A valt; 
OAN ISR 
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12e. Gegeven: a + b constant. 

Gevraagd de max. of min.waarde van a — Wab. 
Oplossing. 

Trekt men in fig. 8 de lijn EH onder 45° met AC, dan 
is AH = a — Wab. Dit stuk is zoo klein mogelijk als EH 
raakt aan den cirkel. Dan is a = r — 4 r W/2, waaruit 
b == a (3 + 2/2) (zie bij 11e). Het is nul als Hin A valt, 
dus B in O, d. i. « = b, en zoo groot mogelijk als B (en E) 
in C komt, dus als b == 0. 


13e. Gegeven: a? + b2 constant. 

Gevraagd: de max. of min.waarde van a? — b?. 
Oplossing. | 
„Teeken (fig. 9) AB = b 
loodrecht op OA == a, cir- 
kel AB om en trek de raak- 
lijn OC, dan is deze Wa? —b?. 
De punten B liggen op een 
cirkel uit O beschreven. De 
raaklijn OC is zoo klein 
mogelijk, nl. zl, ais cirkel 
AB door O gaat, dus als 
db, en zoo groot moge- 
lijk als A in D ligt, dus als 
b —= 0. Fig. 9, 


Is b >> ad, dan kan men a en b 
verwisseld denken, en verkrijgt 
dan een minimum (— b2) als 
iel 

Dit blijkt ook uit fig. 10, waar 
OC = Wb? -— a? het stuk is, dat 
van straal OC wordt afgesneden 
door den cirkel uit A met AB 
als straal beschreven. Dit stuk 
is zoo groot mogelijk als A in O 

Fig. 10. valt, dus als a = 0. 
14e. Gegeven: a? — b* constant. 
Gevraagd: de max. of min. waarde van a? + b?, 
(Omgekeerde van 13e). 


Oplossing. 
Alssin fg S AB —?2 V/a: — tb, en CD = ab, dan 
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Is CE = 4 + b‚ en dus is MD =: ME = à, en tMOR 
Wordt MN // AB getrokken, dan is CN == Wa*+ b*. Naar: 
mate M dichter bij AB ligt, is MN en dus ook CN kleiner; 
er zal dus een minimumwaarde zijn als M in C valt, dus 
als b —= 0. (De max.waarde zou zijn voor a co). 


15e. Gevraagd de max. of min.waarde van 

y= tper ag. 
Oplossing. 

Men kan q veranderen zonder dat dit invloed heeft op 
de waarde van x, die 4 max. of min. maakt. Dus kan 
men ook den vorm schrijven : 

Iet de wi JH 4 
of ni Cel DP. en 
De kleinste waarde hiervan is RA dan is » —= + 4 Pp. 


Het voorgaande kan zonder moeite worden uitgebreid. 
Wanneer p een constant getal is heeft men: 

le. Als a+ pb constant is, dan is ab maximum voor 
Deil) (fig. |). 

2e. Als ab constant is, dan is a + pb minimum als 
A= pb, immers kan men in fig. 2 rechthoeken denken met 
zijden a en pb. 

Als toepassing kan men de max. of min. waarde be- 


palen van x + of van {ga + pcota, 


De le en 2e eigenschap kunnen ook als volgt worden 
in woorden gebracht: 


Hen product, waarvan de som der factoren constant is, 
bereikt zijn grootste waarde, als de factoren aan elkander 
gelijk zijn. 

Van een constant product is de som der factoren minimum, 
wanneer ze aan elkander gelijk zijn. 


Beide kunnen dan ook worden uitgebreid tot een 
product abcde....…. Immers laat men alle factoren con- 
stant behalve a en b, dan is het product maximum als 
a=b; laat men alleen a en c veranderen, dan moet 
a =c zijn, enz.; alzoo zal het product zijn grootste waarde 
bereiken als alle factoren even groot zijn. Enz. 

3e. Voor a — pb constant, is dX pb of ab minimum 
voor b =0o, maximum voor a =% 
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4e. Teekent men in fig. 2 rechthoeken met zijden a en 
pb, dan vindt men a — bp minimum als a=pb. 

Be. Gegeven a? + b2 constant. 

Gevraagd : de max. of min. waarde van a J- pb. 

In fig. 4 trekke men BC zoodanig, dat Ar AND: 
Vervangt men p door tg® dan is de maximum waarde 


7 
EEn voor a = 7 cos d, b=rsin $, en de minimumwaarde 


Tae DevOOr di="0. 
Toepassing. 


Gevraagd de maximum of minimum waarde van sin x - 


fcosx, als f—=tg d. De uitkomst geeft de oplossing van 
hèt vraagstuk : | 


Hoe groot is de hellingshoek van een hellend vlak, waarbij 
de kracht evenwijdig aan de helling, noodig om een lichaam 
van. gegeven gewicht zonder versnelling (of met gegeven ver- 
snelling), omhoog te doen bewegen, zoo groot of zoo klein 
mogelijk is, wanneer de wrijvingscoëfficiënt een gegeven waarde 
heeft; òf: Ken lichaam moet over een ruw horizontaal vlak 
worden bewogen met gegeven versnelling ; onder welken hoek 
met de vertikaal moet de daarvoor aangewende kracht werken 
om zoo groot of zoo klein mogelijk te zijn. 

6e. Gegeven a? + b2 constant. 

Gevraagd de max. of min. waarde van a — pb. 

In fig. 4 vindt men als minimum — r tg ®, (als tg ® =p), 
voo 0 en alssmaximums,-voor d=rs0—0. 

Toepassing. Gevraagd de maximum of minimumwaarde 


van sinx — fcosx. De uitkomst geeft de oplossing van het 
vraagstuk : 


Hoe groot is de hellingshoek van een hellend vlak, waarbij 
de kracht evenwijdig aan de helling, noodig om een lichaam 
van gegeven gewicht het afglijden te beletten (òf met gegeven 
versnelling te doen afglijden) zoo groot of zoo klein mogelijk 
is, wanneer de wrijvingscoëfficiënt de waarde f heeft; 
òf: Een lichaam, dat over een horizontaal vlak beweegt, moet 
worden tegengehouden door een kracht, zoodanig dat de ver- 
traging een gegeven waarde heeft; onder welken hoek met de 
vertikaal moet die kracht werken, om zoo groot of 200 klein 
mogelijk te zijn. Wrijvingscoëfficiënt js 

Ze. Als a? + (pb)? constant is, dan is ab max. of min. 
tegelijk met a X pb. Wen 


in 
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8e, Gegeven a + pb constant. 

Gevraagd de max, of min waarde van a* + 62, 

Neemt men in fig. 6 AC=—=pb, AB =b, dan is p de 
tangens van Z ABC. 

Noemt men dien hoek ®, dan wordt een minimum (a + 
p b) cos p, bereikt voor a —=(a + p b) cos P X cos D, of a sin? P 
—=pb cos? d, of ap =b. 

9e. Gegeven a — p b constant. 

a? + b? is minimum als b =0. 

In fig. 7 is dan AC =pb. 

Enz. 

De lezer kan voor de overige gevallen remake zelve 
de uitbreiding geven. 


Twee Constructies betreffende Vierhoeken 


DOOR 


W. H. WISSELINK (Heerenveen). 


Constructie van een vierhoek, waarvan: gegeven zijn de vier 
zijden en de som van twee overstaande hoeken. 


Analyse. Onderstel dat ABCD de gevraagde vierhoek zij. 
waarvan de vier zijden en de som van / Ben / D gegeven 
zijn. Trekken wij de diagonaal AC, uit B aan de andere 
zijde van BC als waar A ligt, eene lijn BE, evenlang als 
CD, zoodat / CBE —= / D wordt, nemen wij op BC (zoo 
noodig verlengd) eene lijn BF —= DA en vereenigen wij 
F met E,‚ dan is A EBF congruent met A CDA. Trekken 
wij uit C, evenwijdig aan FE, eene lijn die BE (zoo noodig 
verlengd) in G snijdt, dan weten wij, daar FE —= AC is: 
AC : CG == BF £ BC en BE: BO == BE BG Venmien 
vierhoek ABGC weten wij dus: de zijden AB en BG, de 
diagonaal BC, den geheelen hoek B en-de verhouding van 
AC tot CG, welken vierhoek nu gemakkelijk te constru- 
eeren is, enz. j 

Uit bovenstaande constructie DE nu zeer gemakkelijk 
die van een koordenvierkoek, waarvan de vier zyden ge- 
geven zijn. 

Uit de oplossing van het eerste meer algemeene geval 
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zal licht gevonden worden, dat de oplossing wordt terug- 
gebracht tot het construeeren van een driehoek, waarvan 
gegeven zijn: de basis, de verhouding der opstaande zijden 
en de afstand van den top tot een bepaald punt op de basis. 

Langs een geheel anderen weg komt men tot hetzelfde 
resultaat door de volgende: 

(Tweede) Constructie van een koordenvierhoek, waarvan de 
vier zijden gegeven zijn. 

Analyse. Noemen wij de achtereenvolgende hoekpunten 
van den gevraagden vierhoek A, B, Cen D, AB = a, BC =b, 
CD = cen DA —= d en het snijpunt der diagonalen S, dan 
hebben we (uit de gelijkvormigheid van driehoeken): 

Be A OB Oran Gj Cham DS, bs d 
en DS : AS = c : a, waaruit volgt: 

ROR Dorn DO edt AD : bek Cd. 

Denken we uit S evenwijdig aan DA eene lijn getrokken, 
die AB in V snijdt, dan is ABS onze „hulpdriehoek”, 
waarvan bekend zijn de zijde AB — a, de verhouding van 
AS tot BS (—= d : b), terwijl de ligging van het punt V 
en de lengte van VS gemakkelijk bepaald worden. 

Immers: BV : BA —= BS : BD == ab : (ab + cd) = a : (a4-p), 
terwijl we ook hebben: VS : AD = a: (a + p). (p = 
de 4de evenredige tot b, c en d). 

De rest der oplossing meenen we gerust aan den lezer 
te kunnen overlaten. 


kosse opmerkingen 


DOOR 


C. KREDIET 
(Rotterdam), 


1. De ontbinding van den vorm 
P == ax? + bay + ey? + daz J- eyz + fz? 
Nemen wij 
ax? + bay + cy? = (Pr + 94) Wlx + gl). 
Deze ontbinding is bekend. Evenzoo nemen wij 
ax? + dae + fz? = (px + 12) (pla + rlz) 
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alsdan is P == (pr + qy + r2) (ple + qly + rlz) indien voldaan 
wordt aan e= qri + gq!r., 
B.v. 
P —= 6x? + zy — 154? + 82 H- Wye — 822. 
Nu is 622 + xy — 15y? == (2x — 34) (Bx + 5y) 
612 H- 82 — 822 — (Lv + 40) (B — 22) 
en daar Dt + (—3) X (— 2) = 26 is, is 
T-Hay— 15y*H8rz-26yz —Be2=(2Ar — BY H-42) (B H-y — 22). 


2. Stellen wij 
S=sin® + sin 2P +sin3® +... J sin nd 


dan is: 
2Ssin P—=2sinP sin 1PH-2 sin 2P sin LPH-2 sin 3P sin OH 
Er + 2sinn® sin 4 ®. 


Nu is 2sin p$ sin } ® —= cos (p— 4) Hs (pt 4 D), 
dus wordt 
28 sin 4 P — (cos }Ò — cos 14 HD) + (cos 14 P— cos 24 DH 
(cos 2} Ô — COS 3E |) H.H (COS (N— 4) P— COS (n HH) 0) 
dus 
2Ssin 4 ®P=ecost P — cos (n + IÎ 
of 


2 P sin 5 P 
sin 4 Ô 
Indien wij in 
2Ssin 4 den ene +4) 


p gelijkstellen aan En vinden wij als limiet van het tweede 
lid, als lim. » —: oo de waarde 1 — cosz. Alsdan is 2 sin }® = 
da te nemen en en hebben dus bewezen 


S, sin a du — 1 — COS a, 


Op Rn wijze En men ned met de reeks cos ® + 
GOS ZO MREOSRND: 


3. Wanneer men het binonium van Newton door 
leerlingen laat opschrijven hebben zij zeer dikwijls moeie- 
lijkheden met de coëfficienten. 
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Mij komt het voor dat daarom de volgende schrijfwijze 
aanbeveling verdient, nl, 


N — nn nl n—li Nn! n= h2 
En 


n! nd h3 n! n—p 
n—=3131® neden Es ien 


aangezien de vormen in den noemer en de exponenten van 
a en b alsdan de meest mogelijke overeenkomst vertoonen. 
Bovendien ziet men dan duidelijk den terugkeer der bino- 
miaalcoëfficienten. | 

Ook is deze schrijfwijze algemeen te maken, want -— 
om een voorbeeld te-geven — zoo is 


n! 
DE Hel n—i n—{ 
Edin ek nit Za Hea Giel 


6 nl! B, nl Ts 
EA Loner Cker: 


° ee SN 
aje Le p!g l(n-p-g)! 


OLNE en nk’ Mrs AEG 


4, Door een gegeven punt P een lijn te trekken, die 
met het horizontale en het verticale vlak gegeven hoeken 
maakt. 

Wij noemen het hor. doorgangspunt der lijn A‚ het 
verticale B. De ware lengten der stukken PA en PB zijn 
dan onmiddellijk te construeeren, door uit de gegeven 
projecties van P lijnen te trekken naar de as, die met 
deze de gegeven hoeken maken. Is nu PB bekend, zoo 
kan men, aangezien de hoek met het hor. vlak bekend is, 
„de lengte der horizontale projectie P'B' bepalen. Aangezien 
P’ gegeven is,en B’ in de as moet liggen, is hierdoor B’ 
gevonden. De verdere constructie behoeft hier niet meer 
aangegeven te worden, 


D. Wanneer op een zelfde punt » krachten P aangrijpen, 
zal de resultante gaan door het zwaartepunt van » gelijke 
massa s, geplaatst in de uiteinden der lijnen, die de krachten 
voorstellen. Deze eigenschap is zeer gemakkelijk langs 
analytischen weg te bewijzen en ook bij inductie, door: 
aan te toonen dat als zij waar is voor n —= p, — Ll, zij 
ook doorgaat voor n — p. ME 
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Hieruit volgt dat wanneer op een punt O krachten 
werken, in richting en grootte voorgesteld door de lijnen 
die dat punt met de hoekpunten van een veelhoek ver- 
eenigen, de resultante zal gaan door een punt Z, onaf- 
hankelijk van dat aangrijpingspunt doch alleen af hankelijk 


van den gegeven veelhoek. Dit punt Z zal liggen op 


van de lijn, die de resultante voorstelt, gerekend van af 
het punt O. Neemt men Z als gelijkvormigheidspunt van 
twee veelhoeken, zoo zullen de krachten, voorgesteld door 
de lijnen uit O naar de hoekpunten van den eenen veel- 
hoek, dezelfde resultante hebben als die, voorgesteld door 
de lijnen, naar de hoekpunten van den anderen veelhoek. 

Denkt men aan den krachtenveelhoek van Leibnitz 
en laat men O met Z samenvallen, zoo is die veelhoek 
gesloten, aangezien er, als O met Z samenvalt evenwicht 
is. Hieruit volgt weer: Bij elken veelhoek is slechts één 
punt Z te bepalen zoodanig dat de lijnen, die 4 met de 
hoekpunten des veelhoeks verbinden gelijk en evenwijdig 
zijn aan de zijden van een anderen veelhoek met evenveel 
zijden. 


6. Binnen (of buiten) een cirkel iseen punt P genomen. 
Hierdoor trekt men de koorde AB. Is nu M het midd 
zoo is in \ AMP PM? —= AP? J MP2 — 2 AP X 4 
of, als wij PM door a voorstellen : a? —= AP (AP — AB) da 
zoodat wij vinden AP X BP —= r? — a? Hieruit blijkt 
dat AP X BP onafhankelijk is van de getrokken koorde, 
dus: AP X BP = A'P X BP. Uit deze gelijkheid volgt 
weer de gelijkvormigheid der driehoeken APA’ en B'PB 
zoodat / BAA’ — / BB'A’ m.a.w. hoeken aan den omtrek, 
die op gelijke bogen staan, zijn gelijk. Men kan op deze 
wijze laatstgenoemde eigenschap bewijzen, alvorens over 
’t meten van hoeken door middel van eirkelbogen gespro- 
ken te hebben. 


7. Om aan mijne leerlingen de overtuiging te geven 
dat een breuk alleen kan vereenvoudigd worden door teller 
en noemer door een zelfde getal te deelen, bewijs ik de 


eigenschap: Als een breuk 5 gelijk is aan de onvereen- 


voudigbare breuk 5 5 zijn A en B gelijknamige veelvouden 
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van a en b, Immers en = En dan is bA —= aB. Daar 
nu bA door a deelbaar is en b 0.0. is met a, zal A door 
a deelbaar zijn, dus: stel A —=na. Alsdan is bA == bna = 


nb.a en daar bA == aB is, zal dus B == nb moeten zijn. 


Over het bepalen van de stricttelijn op 
scheeve oppervlakken, 


C. VAN ALLER 
(Breda). 


Op blz. 101 van de tweede aflevering van dit tijdschrift 
deelt de heer H. Gouwentak eene oplossing van boven- 
staand vraagstuk mede, waarbij met vrucht van determi- 
nanten wordt gebruik gemaakt en waardoor volgens den 
schrijver „het vraagstuk zeer wordt vereenvoudigd.” Daar de 
heer G. niet vermeldt met welke oplossing hij de zijne 
vergelijkt, zoo kan de meerdere of mindere eenvoudigheid 
door den lezer moeilijk worden beoordeeld. Het valt niet 
te ontkennen, dat de meegedeelde oplossing te verkiezen 
is boven eene, waarbij niet van determinanten wordt ge- 
bruik gemaakt; het gebruik hiervan bij de oplossing van 
het besproken vraagstuk is echter volstrekt niet nieuw 
en komt o.a. reeds voor in het in 1882 verschenen le deel 
van CG, Jordan „Cours d’ Analyse”. En vergelijkt men nu 
de oplossing van den heer G. met die van Jordan in zijn 
leerboek, dan moet zij bij deze ongetwijfeld achterstaan. 
De uitkomst van den heer G. mist nl. de symmetrie, die 
men bij Jordan aantreft; een gevolg van de omstandigheid 
dat de heer G. de algemeene vergelijkingen van een be- 
schrijvende lijn van het regelvlak aanneemt in den vorm 


ete OU ben (L) 


vergelijkingen, waarin de z op andere wijze voorkomt dan 
de ven de y.: 
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Stelt men met Jordan echter die vergelijkingen in de 
gedaante 


uma hay=Betbhe=rn ten (2) 


waarin e veranderlijk, ez, B, y, d, b, c functiën voorstellen 
van eert parameter tf, dan blijft de symmetrie behouden en 
verkrijgt de uitkomst een meer sierlijken vorm. 

Dat, door de vergelijkingen der beschrijvende lijn in den 
meer algemeenen vorm (2) aan te nemen, de oplossing 
van het vraagstuk niet moeilijker wordt, moge uit het 
volgende blijken. Zooveel mogelijk is hierbij de methode 
gevolgd, die ook door den heer G. is toegepast, teneinde 
de oplossingen met elkaâr te kunnen vergelijken. 

Een rechte oneindig dicht bij (2) gelegen heeft tot 
vergelijkingen, 


p=(led Ae tlatAa), Y=lft AB et (bt Ab), 
Z= (AHA 1) PH (EH AC) ne oe RE 


hier stellen A z, A B,... de aangroeiingen voor van a, 6, ..… 
die een gevolg zijn van de toename van é met A ft. _ 

De richtingscosinussen van de lijn (2) zijn evenredig met 
«‚ B, y, die van de lijn (3) met + Ag, BAB, ytA7s; 
een lijn loodrecht op (2) en (3) heeft dus richtingscosinussen, 
die evenredig zijn met 


BA y y AB, VE OP HE risi 4 


Het vlak door de lijn (9), evenwijdig aan de richting (4) 
heeft tot vergeliĳking 
—(aH Aad) Y—(bHAbD) Ze + Ac) 
ad Au BH AG LAS JS 
BAY YAa—aUNYy aAB—-BAL 


Het snijpunt van dit vlak met de lijn (2) is op deze lijn 
het voetpunt van de gemeenschappelijke loodlijn der lijnen 
(2) en (3). De waarde van , die in (2) de coördinaten 
van dit voetpunt aanwijst, moet dus worden gevonden uit 
de vergelijking 


dr A br AD nrd 
el B AB yr AY — 0, 
EA AAT Ne deo A Ad NEN 


239 


verkregen door in (5) X, Y en 4 door de waarden van 2, 4 
en 2 uit (2) te vervangen. De laatste vergelijking kan 
aldus worden geschreven 


1zÀ 6) y 
it ante ad Br 
BAY —yAB VAa—aAy uaAB—-BALG| 
A a NN A 


| 
Ee ad Ag BL AB YJ Ay 2 
BAy—YyARB Aaa Yy AB RAL 


In den determinant in het eerste lid kan de eerste rij 
van de tweede worden afgetrokken; deelt men daarna de 
2e en de 3° rij door A t en insgelijks in den determinant 
in het 2e lid de 1° en 3° rij door At, dan vindt men voor 
de grenswaarde, als men At tot nul laat naderen en 
bovendien «'‚ B, a’... de afgeleiden van «, B, a,...… 
naar { noemt, 

12 B y a b’ c 
oh Be g' Zr ú ZENE) 
By —yB ye — ay BB B —yB ye — uy a — Be 


waardoor ‚ wordt bepaald; na substitutie dezer waarde in 
(2) vindt men de coördinaten van een willekeurig punt 
der strictielijn in t uitgedrukt en heeft men dus de alge- 
__ meene vergelijkingen der strictielijn. Door te stellen 

B —yB =A, ve — uy —= B, af — Be’ —C, 


kan men de vergelijking (6) nog schrijven in de gedaante 


at DD, 
Ba Bei Geene A (7) 
| Abn Cl 


welke ook bij Jordan wordt aangetroffen. De hier ge- 
geven afleiding verschilt echter met die van Jordan, 
daar deze voor het bepalen van den kortsten afstand van 
twee kruisende lijnen gebruik maakt van de theorie der 
maxima en minima. | 

Voor y = 1, c —= 0 wordt # =p en iser geen wezenlijk 
verschil tusschen de vergelijkingen (2) eu (1); voor die 
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waarden van y en c gaat de waarde van „ uit (6) of (7) 
dan ook over in de door den heer Gouwentakop bl. 104 
gevonden waarde van z. Door deze substitutie is de 
symmetrie in de uitkomst echter verloren gegaan. 


De bepaling van een ontwikkelbaar oppervlak 


C. VAN ALLER, (Breda). 


Ook de tweede. bijdrage van den heer Gouwentak in 
de 2° aflevering van dit tijdschrift geeft mij aanleiding 
voor eenige regelen in dit tijdschrift plaats te vragen. 
Niet om andermaal den heer G. de meerdere eenvoudigheid 
in afleiding van eene bekende formule te betwisten, ik zal 
dit punt laten rusten; doch omdat ik mij niet kan ver- 
eenigen met de in den aanhef der bijdrage gegeven bepaling 
of zoo men wil „eigenschap” van een ontwikkelbaar op- 
pervlak. 

De bepaling nl. dat een ontwikkelbaar oppervlak een 
regelvlak is, waarvan twee opvolgende beschrijvende lijnen in 
een plat vlak liggen, is naar mijne meening on wetenschap- 
pelijk, onjuist,en mag niet dan onder het noodige voorbehoud 
worden toegelaten. 

Niettemin komt zij veelvuldig voor; men vindt ze in 
vele werken over Beschrijvende Meetkunde, zelfs in de 
„Darstellende Geometrie” van Fiedler; ook in sommige 
werken over Analyse, zoo o.a. zonder eenige reserve in het 
leerboek der Anal. Meetkunde van Prof. van Geer, zoo- 
dat zij voorloopig wel niet van het tooneel verdwijnen zal. 
Zonder twijfel mag worden aangenomen dat, wie zulk een 
bepaling laat afdrukken, met de bezwaren, die daartegen 
kunnen worden aangevoerd, bekend is; doch juist daarom 
is het voor mij steeds onverklaarbaar waarom aan een 
bepaling van twijfelachtig gehalte de voorkeur gegeven 
wordt boven eene volmaakt juiste, Mogelijk kan de hier 
volgende uiteenzetting van mijne bezwaren ten gevolge 
hebben dat de bepaling wat meer op den achtergrond 
wordt gebracht. | 
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Allereerst kan deze niet naar de letter worden opgevat ; 
men kan niet spreken van „opvolgende“ beschrijvende 
lijnen van een regelvlak. Immers het is niet mogelijk op 
een regelvlak een beschrijvende lijn aan te wijzen, die 
„volgt” op een gegevene ; men kan niet de beschrijvende 
lijnen rangschikken naar volgorde. 

Dit bezwaar is echter niet ernstig, daar men in de 
wiskunde toch ook gewoon is te spreken van de raaklijn 
als van de lijn die „twee opvolgende punten” en van het 
tangentieele vlak als van het vlak dat „drie opvolgende 
punten” met eene kromme gemeen heeft. Het woord 
„opvolgende” wordt dan kortheidshalve gebruikt in plaats 
van „oneindig dicht bij elkaâr gelegen” en aldus opgevat 
heb ik tegen genoemde uitdrukkingen geen bezwaar. Wie 
zegt dat de raaklijn in het punt P eener kromme twee 
oneindig. dicht bij elkaâr gelegen punten met de kromme 
gemeen heeft, denkt daarbij aan een lijn door P en een 
naburig punt op de kromme getrokken en onderstelt verder 
dat het tweede punt tot het eerste nadert, dus dat de afstand 
der beide punten oneindig klein wordt. Dit is in overeen- 
stemming met het in de wiskunde ingevoerde begrip van 
een oneindig kleine grootheid ; toch moet hierbij niet worden 
vergeten dat de raaklijn de grensstand is van de snijlijn 
en dat bij den grensstand de snijpunten zijn samengevallen. 
Naar mijne opvatting althans is de lijn, door P en het 
oneindig dicht daarbij gelegen punt getrokken een veran- 
derlijke lijn; strikt genomen.zou dus bij de genoemde 
uitdrukkingen betreffende raaklijn en tangentieele vlak 
nog het woord limiet moeten gevoegd worden. Men kan 
„echter aannemen dat dit stilzwijgend is ondersteld. 

__ Tracht men nu in overeenstemming met het voorgaande 
te verstaan, welke beteekenis moet worden gehecht aan 
het vlak door twee opvolgende of twee oneindig dicht bij 
elkaâr gelegen beschrijvende lijnen van een regelvlak ge- 
bracht, dan zou men moeten beginnen met een vlak te 
brengen: door twee naburige beschrijvende lijnen, en dit 
is omdat de lijnen elkaâr kruisen, een onmogelijkheid. 
Het vlak door twee oneindig dicht bij elkaâr gelegen be- 
schrijvende lijnen kan dus „iet worden opgevat als de grens 
van het vlak dat gaat door een lijn en een naburige lijn. 

Wel kan men zich een gebogen oppervlak denken, dat 
door de beide naburig gelegen lijnen gebracht wordt; b.v. 
eene hyperbolische paraboloïde, die de beide rechten tot 
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richtlijnen heeft en welker beschrijvende lijnen een dezer 
rechten loodrecht snijden. Nadert de tweede beschrijvende 
lijn tot de eerste, dan zal bij een ontwikkelbaar oppervlak 
de paraboloïde naderen tot een plat vlak, In zooverre zou 
men kunnen zeggen dat twee oneindig dicht bij elkaâr 
gelegen beschrijvende lijnen van een ontwikkelbaar opper- 
vlak in een plat vlak liggen, doch ik betwijfel, of de door 
mij veroordeelde bepaling gewoonlijk in dezen zin wordt 
opgevat; zeker ware het dan juister te zeggen : een ont- 
wikkelbaar oppervlak is een regelvlak, waarbij de contact- 
paraboloide volgens een beschrijvende lijn overgaat in 
een plat vlak. 

Zij AB een beschrijvende lijn van een ontwikkelbaar 
oppervlak ; denkt men zich op het oppervlak twee krommen 
getrokken, waarvan de eene de lijn AB in A, de andere 
in B snijdt. Een vlak gebracht door AB en een punt A’ 
op de eerste kromme in de nabijheid van A gelegen, snijdt 
de tweede kromme in een punt B’; laat men nu het vlak 
om AB draaien zoodanig dat A’ nadert tot A, dan zal 
ook B’ naderen tot B en het vlak in den grensstand de 
raaklijnen in de punten A en B bevatten. Zoo lang _ 
echter de rechte A’B' nog niet samengevallen is met AB, is 
zij nimmer een beschrijvende lijn van het ontwikkelbaar 
oppervlak. 

Alleen dus bij een kegel- of cylindervlak is het geoorloofd 
te zeggen dat het raakvlak twee oneindig dicht bij elkaâr 
gelegen beschrijvende lijnen van het oppervlak bevat, niet 
bij een algemeen ontwikkelbaar oppervlak. | 

Zooals bekend is leert de Analyse dat de kortste afstand 
van twee oneindig dicht bij elkaâr gelegen beschrijvende - 
lijnen van een regelvlak oneindig klein is tegelijk met den _ 
hoek dier lijnen en dat bij een scheef oppervlak die afstand 
een oneindig kleine van dezelfde orde is als de hoek, bij 
een ontwikkelbaar oppervlak van de derde orde ten opzichte 
van den hoek. Nu mag m. i. deze uitkomst geen aanleiding 
zijn om te zeggen dat bij een ontwikkelbaar oppervlak die 
lijnen elkaar „snijden”; want bestaat er geen bezwaar een 
oneindig. kleine van de derde orde te verwaarloozen ten 
opzichte van een van de tweede of eerste orde, zekerlijk wel 
om die weg te laten ten opzichte van nul. Door te zeggen 
dat er snijding plaats heeft, maakt men een dergelijke 
fout als wanneer men beweert dat, in de onderstelling dat 
P en P’ twee oneindig dicht bij elkaar gelegen punten op 
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een kromme zijn, het punt P’ op de raaklijn in P ligt; de 
afstand van P’ tot die raaklijn is een oneindig kleine van 
de 2e orde, als PP’ van de le orde wordt gesteld en het 
gaat niet aan die gelijk nul te stellen. 

Wel neemt men soms tot het vereenvoudigen van rede- 
neeringen. aan, dat P’ op de raaklijn ligt; m. a. w. dat 
het punt (@ + dx, y + dy) van de raaklijn in het punt 
(2, y) ook op de kromme ligt; hiertegen is dikwijls geen 
bezwaar, mits men zich rekenschap geve, wat men doet, 
nl. dat men oneindig kleinen van hoogere orde gelijk nul 
stelt. Feitelijk denkt men zich dan de kromme vervangen 
door eene daarom beschreven gebroken lijn waarvan de 
zijden (elementen) zeer klein zijn. 

Zoo ook bij een ontwikkelbaar oppervlak; stelt men 
oneindig kleinen van hoogere orde gelijk nul, dan, doch 
ook alleen onder dat voorbehoud mag men zeggen dat 
twee oneindig dicht bij elkaâr gelegen beschrijvende lijnen 
elkaâr snijden. | 

De beide bepalingen : 

Ken ontwikkelbaar oppervlak is de meetkundige plaats van 
de raaklijnen aan een ruimtekromme en 

het is het omhullend oppervlak van een plat vlak, waarvan 

‚de beweging van éen parameter afhangt, 
…_ zijn. natuurlijk aan geen enkele bedenking onderhevig ; 
de laatste bepaling omvat ook de kegel- en cylindervlakken. 
Beide bepalingen nu geven aanleiding het ontwikkelbaar 
oppervlak te vervangen door een ander veelzijdig oppervlak, 
„waarbij werkelijk twee opvolgende rechte lijnen in een 
plat vlak liggen. Dit veelzijdig oppervlak geeft eene be- 
naderde voorstelling van het eigenlijke ontwikkelbaar opper- 
vlak ; het kan goede diensten bewijzen om de eigenschappen 
van een ontwikkelbaar oppervlak af te leiden of toe te 
lichten, het zal echter nooit daarmeê mogen worden ver- 
eenzelvigd ; en dit geschiedt als men het ontwikkelbaar 
oppervlak omschrijft als het regelvlak, waarvan twee 
opvolgende beschrijvende lijnen in een plat vlak liggen. 

Besluiten we met de opmerking dat de hier gewraakte 
bepaling -niet voorkomt bij Serret, Sturm, Jordan, 
Humbert in hunne Cours d’ Analyse, evenmin bij Briot 
et Bouguet, Lecons de Geometrie Analytique, ook niet 
bij Catalan, Géometrie descriptive; in het laatste werk 
wordt zelfs uitdrukkelijk op het incorrecte der bepaling 
gewezen. | 
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Nog eens: het iso-perimetriseh punt 


C. A. CIKOT Cs-Hertogenbosch). 


De heer Psicha houde mij ten goede dat ik zijn sis 
(blz. 156) hier en daar wat aanvul. 

In de eerste plaats wenschte ik te releveeren dat de 
punten A‚, B, en C, de punten zijn waarin iedere zijde 
door haren aangeschreven cirkel geraakt wordt, en dat men 
door het theorema van Ceva heel eenvoudig bewijst dat 
AA;, BB, en CC, door één punt gaan, welk punt trouwens 
al tang bekend is (punt van Nagel). 

Door barycentrische beschouwingen komt men tot voor- 
gaande en ook tot en vele der andere eigenschappen vrij 
eenvoudig. 

Ik neem de figuur van den heer Psicha over, alleen 
zal ik het punt van Nagel N noemen, om I te bewaren 
voor het middelpunt van den ingeschreven cirkel. 

Laat in de punten A’, B' en C' evenwijdige krachten 
werken ter grootte van ap, bp en cp; de kracht in B. 
wordt gesplitst in twee andere, die in A en in C aangrijpen, 
ter grootte van (s—a)p en van (s—c)p; hetzelfde gebeurt: 
met die in A’, waardoor men krijgt: in C: 2 (s—c) p, in: 
A: (s—a)p, en in B: (s—b)p; de twee laatste hebben een_ 
resultante — cp‚die in C'aangrijpt ; het middelpunt ligt dus 
op de lijn CC’, maar evenzoo op AA’ en op BB, wat zegt - 
dat deze lijnen door één punt gaan; tevens blijkt hieruit 
hoe dat punt die lijnen verdeelt. 

Laat nu nog in de raakpunten A, B, en C‚, van de 
zijden met den ingeschreven cirkel evenwijdige krachten 
ap, bp en cp werken, dan heeft dat stel zijn middelpunt 
in dat van den ingeschreven cirkel, en eene resultante 
gelijk aan die van het vorig stel; het middelpunt van de 
zes evenwijdige krachten ligt dus midden op IN. Men kan 
echter ook eerst de twee evenwijdige krachten in de 
raakpunten op iedere zijde samenstellen,- waardoor men 
evenwijdige krachten krijgt in de middens van de zijden- 
en evenredig daarmee; zoo’n stel nu heeft: zijn middelpunt 
in het zwaartepunt van den omtrek, derhalve ligt bij een: 
driehoek het zwaartepunt van den omtrek midden tusschen 
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het punt van Nagel en het middelpunt van den ingeschreven 
cirkel. Men weet verder dat bedoeld zwaartepunt het 
middelpunt is van den cirkel beschreven in den driehoek, 
die de middens van de zijden tot hoekpunten heeft, welke 
driehoek gelijkvormig is met den oorspronkelijken, terwijl 
de verhouding der geliĳjkstandige zijden — !/, is, en het 
het zwaartepunt Z gelijkvormigheidspunt. Derhalve liggen: 
het middelpunt van den ingeschreven cirkel, het zwaartepunt 
van het oppervlak, het zwaartepunt van den omtrek en het 
punt van Nagel op ééne rechte lijn, terwijl ze er eene 
harmonische verdeeling op bepalen. De lijn van Euler 
gaat natuurlijk door het zwaartepunt, terwijl hare vier 
merkwaardige punten harmonisch er op liggen; uit een 
eenvoudige teekening blijkt nu onmiddellijk : dat de drie 
lijnen, die resp. de middelpunten van den om- en van den 
ingeschreven cirkel, het zwaartepunt van den omtrek en 
het middelpunt van den negenpuntscirkel, en het punt van 
Nagel met het hoogtepunt verbinden, evenwijdig zijn, 
terwijl hunne lengten tot elkaar staan als 2 : 1 : 4; (ook 
liggen de middens dier lijnen met het zwaartepunt en 
met het snijpunt der lijnen hoogtepunt — middelpunt ing. 
cikel, punt van Nagel — middelpunt omg. cirkel, op ééne 
rechte lijn). 


Uit buitenlandsche tijdschriften. 


EB (Vervolg van Dl. 194 afl. 5). 


b. Staeckel: „Ueber die Notwendigkeit regelmäsziger Vor- 
lesungen über Elementar- Mathematik an den Universitäten”. 
(Uittreksel). 

De kloof die, helaas, sinds langer dan vijftig jaar gaapt 
tusschen Universiteitswetenschap en schoolonderricht kan 
niet uitsluitend gedempt worden door practisch-pedagogische 
vorming van de aanstaande leeraars aan de Universiteiten ; 
behalve de vacantie-cursussen is daarvoor noodig: 1 ) Veel 
letten op de toepassingen, 2) Het houden van voorlezingen, 
waarin de elementaire Wiskunde van een hooger standpuut 
behandeld wordt. 


Wiskundig Tijdschriit te Jaarg. 16 
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Spreker wijst op de Encyclopedie van de elementaire 
Wiskunde, door de professoren H. Weber en Wellstein, 
en verder op het belang van mathematisch-historische 
onderzoekingen. Ten slotte doet hij uitdrukkelijk uitkomen 
dat de in de voorlezingen behandelde onderwerpen niet 
direct in het onderwijs overgenomen moeten worden, maar 
dat ze indirect moeten dienen het onderricht te verdiepen 
en te verrijken. 

c. Grepen uit de voordrachten van Thieme en van 
Schotten. „Dem Anfänger kann weder in der Arithmetik 
noch in der Geometrie ein logisch unangreifbares System 
der Wissenschaft überliefert werden. Der Unterricht musz 
zunächst anschaulich sein”. „Eine Besserung im Unterricht 
anzustreben ist ferner in der Lehre van den unendlichen 
Reihen; im Interesse dieser Lehren und auch aus anderen 
Gründen ist eine Kurze Einführung in die Differential und 
Integralrechnung wünschenswert, wofür dann andere Teile 
des Pensums zu kürzen sind”, 

„Zu unterlassen sind im Anfangsunterricht Definitionen 
von Fläche, Linie, Gerade, Punkt. Alle die gebräuchlichen 
Definitionen für diese Dinge sind als falsch nachgewiesen, 
Nicht viel Wert haben die meisten Definitionen des Win- 
kels”. „Die Aufnahme eines vollständigen Systems von 
Postulaten wie sie Pasch, Veronese, Peano, Hilbert zum 
Aurbau. der Geometrie benutzen, in den Unterricht ist 
allerdings nicht möglich.” 

„Auf der Oberstufe musz dem Schüler gelegentlich zu 
erkennen gegeben werden, was zu einer exakten Begrün: 
dung der Geometrie gehört, wenn sie auch hier noch nicht 
vollständig durchgeführt werden kann.” 

„Eine Vermehrung der Menge des Lehrstoffs der elemen- 
tairen Mathematik ist zu vermeiden.” 

„Dasz die elementaire Mathematik unter dem Einflusz 
der neueren Forschungen noch weiteren Umgestaltungen 
entgegengeht, läszt sich erwarten. Deshalb ist den Werken, 
die diese Forderungen uns leicht zugänglich machen, in den 
Kreisen der Lehrer der höheren Schulen möglichste Ver- 
breitung zu wünschen (Stolz und Gmeiner: Theoretische 
Arithmetik ; Enzyklopädie der Elementar-Mathematik; die 
Vorlesungen über neuere Geometrie von Pasch, die Grund- 
lagen der Geometrie von Hilbert, die Elementi di Geometria 
von Veronese, etc)”. 

„Er ist nicht zweifelhaft dasz es zunächst praktische 
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Erwägungen waren, die die Aufnahme der Mathematik 
unter die Lehrgegenstände bewirkten. Aber mit der Zeit 
trat dieser Gesichtspunkt immermehr in den Hintergrund 
und seine Bedeutung wurde lediglich in formater Hinsicht 
gewürdigt.... Schrader sagt in seiner Pädagogik: Es han- 
delt sich nicht um die weite und die praktische Verwend- 
barkeit des mathematischen Wissens, sondern um eine 
angemessene Geistesbildung mittels der Mathematik.”’ Es 
war infolge dessen natürlich, dasz bei diesem Betriebe die 
Mathematik und der mathematische Unterricht an den 
höheren Schulen in eine schiefe Stellung gelangte, dasz 
man davon als von einem „geistvollen Sport” sprach, der 
ohne Bedeuting für das praktische Leben sei, und dasz 
ihm in immer gröszerem Masze, zum Teil auch wegen der 
slechten Erfolge, die Sympathie verloren ging. Es musz 
allerdings auch zugegeben werden, dasz gerade dieser 
formelle Betrieb nicht immer die richtigen Straszen wan- 
delte.... Dazùu kam dasz die Philologen der Mathematik 
gegenüber eine fast feindliche Stellung einnahmen, wie 
denn der Ausspruch des auf seine Erfolge im Klassischen 
Unterrichte stolzen Direktors „ich habe Gott sei Dank 
einen slechten Mathematiker’” unvergessen bleibt.” 

„Jetzt ist eine glückliche Wendung eingetreten, und es 
ist mit groszer Freude zu begrüszen, dasz sogar auf dem 
internationalen Mathematiker-Kongresz eine pädagogische 
Sektion gebildet worden ist „An dem Verdienste, das 
Interesse für die Frage erweckt zu haben, partizipiert 
entschieden der seit 15 Jahren bestehende Verein zur 
Förderung des mathematischen Unterrichts’”'. 

„Was nun die Frage nach der Aufgabe des mathematischen 
Unterrichts betrifft, so ist zunächst festzulegen, dasz sie 
eine doppelte ist: eine materielle und eine formelle....…. 
In materieller Beziehung handelt es sich in erster Linie 
um ein festes, positives Wissen, eine Einsicht in den 
Zusammenhang der verschiedenen Zweige der Mathematik 
unter einander, wie innerhalb der einzelnen wiederum der 
auf- und auseinander folgenden Satze und Regeln”.,. „erst 
auf Grund eines wohlgeordneten und durch U bungsaufgaben 
belebten und bsefestigten Wissens kann an die Anwen- 
dungen gegangen werden”... „der Unterricht wird jetzt auch 
in hervorragendem Masze Sach-Unterricht; hierin liegt 
seine Hauptbedeutung, aber auch seine gröszte Schwierig- 
keit” .. Wir müssen die Aufgabe des mathematischen 
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Unterrichts an den höheren Schulen so gestalten, dasz die 
Schüler mit einem lebhaften Hunger nach mehr erfüllt 
sind, sich nicht übersättigt und voll Widerwillen von der 
Mathematik abwenden, sobald sie der Schule den Rücken 
kehren”. „Dasz unser mathematischer Unterricht seiner 
Aufgabe nicht überall gerecht wird, liegt an seiner Schwie- 
rigkeit : nicht an dem Mangel einer besonderen Begabung, 
sondern sehr oft an der Art der Darbietung;..... eine 
unablässige Arbeit an der Verbessering der Unterrichts- 
methoden ist und bleibt eine dringende Forderung.” 


Uit „Zeitschrift für math. und naturw. Unterricht, 
85e Jahrgang, Heft 7 und 8. 
OC. Ar 


2. Als men wit een willekeurig punt op de zijden van een 
vlakken of scheeven veelhoek loodlijnen neerlaat, is de alge- 
braïsche som van de producten: „lengte zijde en 
afstand van voetpunt tot midden” gelijk nul. 


(Vwibert, Journ. de Math. Elem. 1 Mei 1905). 


Oplossing (van den referent). 


Zij in een A ABC de projectie van C op AB: D, dan is: 
AC? — CB? = AD? — DB? = AB X 2 MD, als M het midden 
AC? — CB° 
van AB is. Dus: AB X MD = oen 
Is nu P het bedoelde punt, en zijn A, B, CO, D, enz. de 
opeenvolgende hoekpunten, M;, M,, Ms’ enz. de middens 


van de zijden, D,, Ls, D; enz de voetpunten, dan heeft 
men achtereenvolgens in de driehoeken PAB, PBC, PCD enz. 


PA? — PB? 

ABX MD, =S 

ORE rn 2 

BOM Dn 5 ee 

PC? — PD? 

CD X MD, 
enz 


s AB X MD — nul. 
C. A. CIKOT. 
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3. De oppervlakte van de ellips, die de zijden van 
een driehoek in hun midden raakt, in de 
zijden uitdrukken. 


(Hoffmann's Zeitschrift, jaargang no. 26). 


De figuur kan opgevat worden als de projectie van een 
gelijkzijdigen driehoek met zijn ingeschreven cirkel, en er 
bestaat dus eenzelfde betrekking tusschen den eersten 
driehoek en de ellips, als tusschen den tweeden en den 


cirkel; oppervlakte ellips dus: 5 V3 s (s—a) (s—b) (s—c). 
C. A. CIKOT. 


4, Als men twee willekeurige gebogen oppervlakken heeft 
kan men op beide een onbepaald aantal kromme lijnen 
aanwijzen zoo dat iedere lijn op het eene oppervlak 
congruent is met een lijn op het andere. 

(Mathesis). 


De waarheid hiervan blijkt onmiddellijk als men de 
twee oppervlakken elkaar laat snijden, en daarna een van 


de twee beweegt. 
CME GIKO TD 


5. Het vraagstuk van Lehmus, een beroemd probleem der 
elementaire meetkunde. 


Allereenvoudigst is het vraagstuk: een driehoek is geliĳk- 
beenig als twee hoogte- of zwaartelijnen gelijk zijn. Het 
overeenkomstige vraagstuk voor de deellijnen wordt wijselijk 
in de leerboeken niet opgegeven, waarschijnlijk omdat niet 
alleen de gasten, maar ook de koks het zeer moeilijk 
zouden vinden. Trouwens wiskundigen van den rang van 
Steiner en Sylvester hebben zich met dit probleem 
ingelaten. | 

Omstreeks 1840 vroeg Prof. Lehmus aan Steiner 
een elementaire, zuiver meetkundige oplossing van dit 
vraagstuk en sinds is het geregeld aan de orde gebleven. 

De Nouvelles Annales [ 1842 opende hare serie vraag- 
stukken met dit probleem. De inzender was waarschijnlijk 
de redacteur Terquem, die eenige bladzijden eerder reeds 
geschreven had: „lorsque deux bissectrices sont égales, les 
éÉguations peuvent être mises sous une forme où lou voit 
que deux côtés doivent être égaux à quoi lon parvient 
également par des considérations géométrigues”en dus reeds 
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oplossingen bezat. Twee antwoorden van Rougevin (bl 
188) en van Roux (bl. 527) kwamen in. 

Steiner zelf gaf zijn bewijs in Crelle’s Journal 
XXVIII, 1844, ook Ges. Werke, II bl. 823 en toonde 
daarbij tevens aan, dat de stelling doorging voor bolvor- 
mige driehoeken en ook als in plaats van deellijnen twee 
lijnen genomen werden, die twee hoeken in dezelfde ver- 
houding verdeelen. 

Alsof er niets over dit vraagstuk geschreven was, kwam 
de vraag in 1852 in Engeland aan de orde. In Phil. 
Mag. IV schreef Sylvester een artikel „on a simple 
geometrical problem”, dat aldus begint: „It is curious from 
the fact of its solution being bij no means so obvious 
and self-evident as one would expect from the extreme 
simplicity of its enunciation. It appeared and for the 
first time, it is believed at the University of Cambridge 
about a twelvemonth back, where it excited considerable 
attention.” Het trof Sylvester dat alle gegevene meet- 
kundige bewijzen indirect waren, wat hem aanleiding gaf 
een regel op te stellen volgens welke geen direct bewijs 
voor deze stelling mogelijk was. Over die regel werd heel 
wat gestreden; onnoodig zoo geweten was, wat 20 jaar 
later bekend werd. Een direct bewijs had reeds EF. G. 
Hesse in Californië gevonden, wat door eene Amerikaan- 
sche eerst in Phil. Mag. XLVII 1874 werd meegedeeld. 
In de jaren 1850—60 verschenen talrijke indirecte bewijzen, 
waarnaar o.a. verwezen wordt in Repr. Educ. Times 
LXXIV bl. 73. Er trad toen een stilstand in tot de op- 
richting van „lIntermédiaire.” Tot de eerste vragen hier 
gesteld behoorde weer een bewijs voor de stelling van 
Lehmus (question 269). Talrijke antwoorden kwamen in, 
waarvan vele gedeeltelijk of geheel aan bekende bewijzen 
herinnerden. In 1901 werd de vraag weder eens in de 
„Educ. Times” aan de orde gesteld (14520 en 14670) terwijl 
in het „Zeitschr für math. und naturw Unterricht” XXXV 
1905 Eckhardt een bewijs geeft, dat weer in vele 
opzichten aan het bewijs van Steiner denken doet. 
Alvorens dat mede te deelen mogen enkele andere bewijzen 
besproken worden. 


d. Algebraïsch bewijs. 


„De gelijkheid der deellijnen der hoeken A en C geeft de 
vergelijking ; 


251 
2 Be 2 
7 ar en TD 
welke gelijkheid zich herleiden laat tot 


(a — 0) {b + (a + Cb? J 3 abe + ac (a J C)} 


en waaraan dus slechts voldaan kan worden door a=—=c. 


Wabs(s—c) 


b. Goniometrisch bewijs. 


Even fraai als algemeen werd een goniotnetrisch bewijs 
gegeven door Sylvester in zijn reeds genoemd artikel. 


AA, en CC, (fig.1) deelen de hoeken A 
en C in- of uitwendig in gelijke ver- 
houding. Stellen we nu / A,AC =2g, 
A BAC Ne LACB SS 
Bnr. Dan is: 

AC: CO, =sin 2 (na J-y):sin 2 na 
AC:AA, =sin2(ny-e):sin2ny 
of 

sin2(na dy) sin 2(nyJ-e) 


ï sin 2 nz sin 2n y 
Fig. 1. Wat herleid kan worden tot: 
tg Nn — 1e —) tg (NH 1) (2 +7) 
ig N (g —Yy) tg Nn (2 +) 


Is nu ” positief en grooter dan 1, dan wordt hieraan 
alleen voldaan door z=—=y. Daar n (ut y)<{90° is, zoo is 
de eerste breuk positief en kleiner 1, terwijl de tweede 
breuk zoo zij niet oo of negatief is, grooter dan 1 wezen zal. 


Zoo n negatief is, wordt de laatste vergelijking n == — m 
stellend : 
(gm +1) (a —y) tg (Mm — 1) (u +7) 


) waaraan weder alleen 


gm(a—y) | tgm(ety) 

voldaan wordt door ez ==, zoo m tusschen len o ligt. 
Te onderzoeken blijft nu nog — 1 <n << 1. 
In dat geval is het duidelijk, dat nog op andere wijze 
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aan de vergelijking te voldoen is; 
b.v: | 


VOO Kk door z En y= 
B 


90°. 


De figuren Ee en (3) laten deze 
mogelijkheid meetkundig zien. 
Een ander bewijs, dat slechts op 
Ee twee deellijnen betrekking heeft, is 
Fig. 2. gegeven door Roach, Repr. Educ. Times 
DART VND. 


c. Direct meetkundig 
bewijs. 


Het eerste bewijs van 
dit soort is door Hesse ge- 
geven en later medegedeelde 
hebben hiermede veel over- 
eenkomst, ja zijn er soms 
(zie merten: Tidsshriverr 
Math. 1895) volkomen aan 
gelijk. Het bewijs van Hesse e 
is aldus: em B Figs. 2 
eeN Maak (fig. 4) A,D=AC en 
AD == AC, dan zijn de A A ACC, 
en AA,D congruent. 


Uit de A A- ASC, en CSAR 
volgt: 


L ACC H4/ BAC = 
—= {AAC + 4LACB, 
of 
LE DAA, + 4/ BAC 
en En —= {AAC TLE 
7 EE dus 
Fig. 4. LDAC == DA,C. 


Deze beide hoeken zijn stomp, daar elk 90° + + / ABC 
wezen zal. Trek nu DC, dan zijn de A ACDA en CDA, 
congruent, dus A,C == AD AC,, waaruit volgt AB —= BC. 


d. Indirect meetkundig bewijs. 


Het eenvoudigste bewijs van dit type werd reeds door 
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Rougevin (Nouv. Aun. I) gegeven en werd sinds verschil- 
lende malen teruggevonden. De \ \ AA,B en CC,B hebben 
basis, tophoek en deellijn van den tophoek gelijk. Plaatst 
men nu den tweeden driehoek in den omgeschreven cirkel 
van den eersten met CC, langs AA, dan blijkt onmiddellijk 
dat de deellijnen van /B in beide driehoeken ongelijk 
zouden zijn als zij niet samenvielen. De \ A zijn dus con- 
gruent, waaruit volgt AB —= BC. 

Dit bewijs maakt gebruik van de leer der cirkels en 
heeft dus niet het elementaire karakter, wat de aard van 
het vraagstuk zou verlangen. Evenmin kan dit gezegd 
worden van een bewijs met behulp van inversie gegeven 
door Abbott. Phil. Mag. V. 1853 bl. 286. Dit wordt wel 
gevonden bij het bewijs van Steiner en bij vele anderen, 
b.v. bij dat van Zekhardt (Zeitschr. f. math. und naturw. 
Unt. AAAV 1905 Dl. 485). Als hulpstelling gebruikt hij 
de eigenschap: als twee A \ een zijde en een aanliggenden 
hoek gelijk hebben terwijl de andere aanliggende hoeken 
ongelijk zijn, dan ligt over den grootsten aanliggenden 
hoek de grootste zijde. 

Stel nu (fig. 1) dat bij de gelijke deellijnen / A > /C 
ware. Trek nu SH, die / ASC halveert en evenwijdig met 
deze C,E en A,G. Nu wordt C,S + SF = DS + SA, dus ook 
CES AD. 

De genoemde hulpstelling toepassende op: 

AACG,D en A CAF geeft C,D > A,F. 
A AED en A CGF De EO 
AEG Geen A AAG e=  CE AG 


De laatste ongelijkheid is in strijd met de beide voor- 
gaande. 


De stelling blijft waar als voor de deellijnen symmedianen 
genomen worden. Een bewijs, dat voor deze beide gevallen 
gelaig is, gaf Tarry, Int. IT 1895 bl. 327. 

Naar bekend is zal de stelling in het algemeen hare 
geldigheid verliezen als twee deellijnen der buitenhoeken 
gelijk zijn. Zoodra er aanleiding voor is behandelen wij 
die quaestie in deze rubriek, 


Q. 


6. Inhoud van een parabolisch segment, 


De volgende afleiding voor dezen inhoud is wellicht nieuw. 
Zijn PQ, twee punten der parabool, de raaklijnen in 
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deze punten snijden elkander in R,‚ de middellijn door R 
snijdt de parabool in O, P,A; in S. P…Q» zij een koorde 
evenwijdig P,Q, op oneindig kleinen afstand. Omdat RO = 
OS is, zal A PSP =2 X A P,OP zijn, dus is ook P, P5Q5Q, 
het viervoud van de segmenten OP, Ps + OQ/Q5. Wordt 
nu de koorde evenwijdig verschoven, dan geeft sommatie 
der overeenkomstige betrekkingen: 
segm. P,OP, = 4 (segm. P,OP, — A P,OP) of 
DSC tn 
Pleskot, Zeitschr. f. math. und naturw. 
Unterr. 1905 XXV bl. 465% 


7, Stereometrisch analogon van het theorema van Stewart. 


In het viervlak A, A, As A, brengt men een vlak (7) door AsA4 
snijdende A,A» in Q en wel zoodanig, dat A,Q : QA = m:n. 
Projecteeren we nu A,AvAsQ in B,B,B5Q, op een vlak 
loodrecht op AsÂ,, dan is volgens Stewart in A B,B»B3 


(nm + n)* B3Q,? == Mb? + nb” J- 2mn bj by cos Bz. 


Vermenigvuldigend met {AsA,” heeft men noemende 


(nm +-n)2y2 == MZ? H- n2ugt H Amar) COS (vw, 5) 


wat het theorema van Ste wart is voor het viervlak. 
Is m=n dus y het zwaartevlak, dan is: 


47 = at Haf H Jg COS (21) 


Is m=a, N=u dus y het deelvlak, dan is: 


(e, Je U) y = 2 “jj COS 1 (225). 


Is m==ug, n=", dus y het symmediaanvlak, dan is: 


BE EA art Hof J 223 COS (21%). 


OE J #0? 


Neuberg, Mathesis, 1904 bl. 222, 
Q. 
8. De formule voor den slingertijd. 


Axiomatisch invoerend, dat de slingertijd (t) alleen zou 
kunnen afhangen van de massa van het slingerend punt 
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(m), de lengte van den slinger (l) en van de versnelling 
der zwaartekracht moet deze dus voorgesteld kunnen 
worden door de formule C m2? UP gy, waarin C een con- 
stante is. Daar deze vorm de dimensie hebbon moet van 
t dient dus 


a—=0, BHy=0, Y=—0,5 te wezen of 
l 
em Wol PER 
Wy 
Orchard, Repr. Ed. Times, New Series VII, 
1905, 12906. 


Q. 

9. Uitbreiding van de stelling van Ceva. 

In A ABC trekt men de lijnen AC,B,, BA,C,, CA,B,, 
die A A,B,C, insluiten. Stellen we A ABC == A, A A, B,C, = 
A; de stralen der omschreven cirkels dezer driehoeken R 
en R‚; AB, ==, AC, = a, £-—% =d, enz. dan is: 


Jas Oer en LY 
zi 
Ai 


bi 4 dbi a, bij C4 
De hoeken, waarin AB, enz. de hoeken A enz. verdeelen 
«,‚a, enz. noemende, is: 


er ien 0 
sinzsin@siny : sine, sin 6, sin y : sin A; sin B, sin C, 
dus 
Ri, @abaA sinesinpsiny— sing, sin B, sin y, 
Bae Do AST sin A, sin B, sin C, 


Voor R‚=0 volgt hieruit de stelling van Ceva. 


Nansgn. Repr. Ed. Times. New Series Vol. VII 1905 
15080. 
Q 


10. Als in A ABC het verschil der hoeken Ben A —= 90° ús, 
dan ligt het middelpunt van den cirkel van Feuerbach op AB. 


In dezen driehoek ligt het hoogtepunt H symmetrisch 
met © ten opzichte van AB en zal MC (M middelpunt 
van den omschreven cirkel) evenwijdig loopen met AB, 
waar uit volgt, dat het midden van MH op AB ligt. 


Roach, ‘Repr. Ed. Times, New Series. Vol. VII. 1905 
S 15457. 
Qq. 
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Over Congruentie. 


(T. Bonnesen, Nyt Tidsskrift for Matematik, 
Anal 904, N91), 


1. De meetkunde berust in ‘talgemeen op twee grond: 
begrippen : afstand en hoek. 

Als punten A, B, C op een rechte lijn liggen in de 
aangegeven volgorde, dan ziet men dat AB kleiner is dan AC. 
Dit is slechts een andere wijze om te zeggen, dat B tusschen 
A en C inligt, en ieert ons niets omtrent afstanden. Een 
beoordeeling van afstanden kan eerst verkregen worden, 
wanneer men in staat is afstanden te vergelijken, die uit- 
gaan van verschillende punten, en niet die welke uitgaan 
van eenzelfde punt A. Men moet dus aangeven, wat men 
er mede. bedoelt, wanneer men twee afstanden evengroot 
noemt. 


2. In de praktijk gebruikt men een maatstok om te be- 
“palen of een lijn AB evenlang is als CD. Op den stok 
teekent men twee punten P en Q aan, die samenvallen 
met A en B en verschuift den stok dan naar CD. Daarbij 
onderstelt men, dat de maatstok bij het verschuiven van 
AB naar CD evenlang blijft. Men kan echter niet nagaan of 
werkelijk PQ vóór en na het verschuiven dezelfde lengte 
heeft, omdat men dan een tweeden maatstok zou moeten 
gebruiken, waarbij hetzelfde kan plaats hebben. 


3. Niemand zal een elastiek als maatstok gebruiken, omdat 
dit zichtbare veranderingen kan ondergaan hij de ver- 
plaatsing. 

Door druk of trek of temperatuurwisseling kan echter 
elke maatstok verandering ondergaan; men kiest een stok, 
die alleen verandert bij grooteren druk of trek, dan bij 
de verschuiving kan optreden, en men onderstelt dat de 
stok onder ’t verschuiven niet zal veranderen door andere 
oorzaken dan die ook bij rust werken (bijv. temperatuur- 
verandering), zoodat d den regel de maatstok dezelfde 
lengte behoudt. Daardoor is het begrip van gelijkheid van 
lijnen gedefineerd. 

Men kan nu niet willekeurig van een tweeden stok 
gebruik maken, voordat men zich door gelijktijdig ver- 
schuiven van beide stokken overtuigd heeft, dat de tweede 
even onveranderlijk is als de eerste. Men kan niet zeggen, 
dat een lichaam onveranderlijk is, voordat men onderzocht 
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heeft of het in alle richtingen onveranderlijk is als de 
maatstok. 


4, Met behulp van den stok kan men nu de volgende 
stellingen aantoonen: 


IL. Op een lijn met beginpunt O kan men één, en slechts 
één punt P zoodanig bepalen, dat OP gelijk is aan een 
gegeven segment AB. 

II. Een segment is gelijk aan het tegengestelde, dus 
LE 


IL Als twee segmenten gelijk zijn aan een derde, dan 
zijn ze onderling gelijk, 


IV. Wanneer punten A, B, C, in de aangegeven volg- 
orde op een lijn liggen, welke samenvalt met een lijn 
A, B, C,, zoodanig dat AB=A,B, BC =B,C,, dan is 
AC= A; C,. 

5. Wat hoeken aangaat, kan men om gelijkheid van 
deze te definieeren een hoekmaat gebruiken, waarvoor 
hetzelfde geldt als voor den miuaatstok. De 4 stellingen 
gaan met eenige verandering ook door (A, B en C worden 
lijnen, die door één punt gaan; AB en BC worden hoeken, 
de lijn met beginpunt O wordt het deel van een vlak aan 
ééne zijde van een lijn gelegen). 


6, Met behulp van de twee meetinstrumenten is men 
nu in staat gelijkheid aan te toonen van lijnen en hoeken 
van verschillende figuren. Het is van belang het aantal 
metingen zoo gering mogelijk te kunnen maken; dit kan 
geschieden door congruentiestellingen, welke bewijzen, dat 
als zekere lijnen en hoeken in twee figuren gelijk zijn, 
andere ook noodzakelijk gelijk moeten zijn. 

Alle cougruentiestellingen kunnen worden teruggebracht 
tot een hoofdstelling : 

A. Wanneer in AABC en AA, BC: 

fp: A: == gn A, AB == A, B,, AG, == A,C, 
dan iS RE LB: a Sen BC = BC. 

De juistheid kan onderzocht worden met behulp van de 
meetinstrumenten. Zijn LA,, A,B, en A,C, gelijk gemaakt 
aan / A, AB en AC, dan blijft slechts over te meten of 
L B, = LB, enz. 

7. In meetkunde-leerboeken redeneert men in ’t alge- 


meen anders, door den eenen driehoek op den anderen te 
schuiven. 

Wij zien nu ten eerste, dat de verschuiving van A ABC 
in zekeren zin geheel overbodig is, want het is voldoende 
de meetinstrumenten te gebruiken. 

Ten tweede is het onpractisch, daar het in ’t algemeen 
ondoenlijk is den eenen driehoek te verschuiven. 

Ten derde, en dit is het voornaamste, kau de stelling 
in ’tgeheel niet worden bewezen door verschuiving. Want 
als dit beteekenis zal hebben, dan moet men zeker zijn, 
dat A ABC niet onder het verschuiven eenige verandering 
zal ondergaan, en hieromtrent kan men zich slechts over- 
tuigen door hoeken en zijden van ABC te meten zoowel 
in den ouden als in den nieuwen stand. Maar dat wil 
juist zeggen, dat zelfs wanneer de driehoeken elkander 
werkelijk bedekken, toch nog noodig is beider zijden en 
hoeken te meten. 

Hieruit vloeit dus voort, dat het gewone bewijs (door 
bedekking) niet logisch is. 

Het resultaat is dus dit: 

“Het gewone bewijs voor de hoofdstelling van de con- 
gruentie berust niet op een zuiver logische redeneering, 
maar is een ervaringsbewijs, met ontoereikende grondslagen, 
omdat de onderstelling, dat de driehoek niet verandert 
onder het verschuiven, eerst moet worden bewezen; en 
dit moet door meten geschieden. 

Dat wil zeggen, vóor men de stelling bewijst, moet men 
de in 6 genoemde metingen uitvoeren. 

Het bewijs voor de juistheid van de stelling is overigens 
hetzelfde als voor alle physische grondstellingen : een stel- 
ling is juist, wanneer de toepassingen nooit tot resultaten 
voeren, die strijden met de werkelijkheid, 

8. Bij het eerste onderwijs in meetkunde kan het ver- 
mengen van redeneering en ervaring aanleiding geven tot 
verwarring bij een denkenden leerling. Niet in den beginne, 
maar later. 

Er 


9. Met de voorgaande beschouwingen heb ik willen 
aantoonen, dat het bewijs A een ervaringsbewijs is. Maar 
dit beteekent niet, dat er geen wiskundig bewijs mogelijk 
is. Er zal nu aangetoond worden, dat zulk een bewijs 
werkelijk onmogelijk is, dat wil zeggen, dut stelling A geen 
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logisch noodzakelijk gevolg ie van de stellingen I tot IV voor 
de gelijkheid van segmenten en hoeken. 

Of duidelijker gezegd: Men kan zich een zoodanige meting 
van lijnen en hoeken voorstellen, dat stelling A onjuist is, 
terwijl toch de stellingen L—IV juist zijn. 

10. Onderstellen we, dat voor de meting een elastiek 
gebruikt wordt, dat van lengte verandert gedurende de 
verschuiving, en wel op een bepaalde wijze. 

De gewone afstand tusschen twee punten A en B zal 
liniaallengte genoemd, en door AB aangegeven, en de afstand 
na verschuiving elastieklengte genoemd, en door (AB) aan- 
geduid worden. 

Op elke lijn door een vast punt O onderstellen we te 
kunnen meten, zonder dat het elastiek verandering in 
lengte ondergaat, zoodat (OP) = 

Verschuift daarentegen het elastiek van een lijn door O 
naar een lijn op een afstand a van O, dan onderstellen 
we, dat het uitrekt, en wel zoodanig, dat zijn eerste lengte 
met « wordt vermenigvuldigd, waarin e een positief 
getal is grooter dan 1. Volgens de definitie volgt dan uit 
(ABI (OP), dAt"AB == e* X OP, als a de liniaalafstand is 
van O tot ADB. 

Bijgevolg (AB) =e * AB. 

Men ziet nu gemakkelijk, dat de stellingen I tot IV juist 
zijn, inzoover de maatstok bij het verschuiven van één 
lijn naar een andere verlengá wordt in reden van 1 tot ea. 

Voor hoeken geldt een dergelijke beschouwing. 

11, Laat ons nu op twee onderling loodrechte lijnen 
Open OO stukken afzetten OP — OQ = (OP) == (O0 == 4; 
door P en Q lijnen evenwijdig aan OP en OQ trekken, die 

elkander in A snijden, en daarop afzetten (AB) == (OP), 
(AC) = (OQ), zoodat AB = Ali bid. 

Nu n ne OPONEn NABER LEAB CAL: 
(OQ) = (AC), maar (BO) niet gelijk (PQ). 

nd Va ik Ve 
Ree Bene LA 


(al ls Â SIE 
ti) BC —= sad ne 


noise 5 sal/2. 


1) Dit bewijs is slechts een variatie van Hilberts bewijs (Grundlagen 
der Geometrie, 2e Aufl. bl. 20). Het heeft het voordeel van minder 
abstract te zijn, omdat het berust op een aanschouwelijke meet- 
methode. 
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REE 


12, Tot besluit zal een meetmethode worden besproken, 
die wel een verschuiving toelaat, waarbij alle lijnen en 
hoeken onveranderd blijven, maar waarbij de grondstel- 
lingen I--IV niet meer juist zijn. RE 

Daartoe onderstellen wij dat het elastiek volgens 
een andere wet verandert, nl. dat het bij evenwijdige ver- 
schuiving evenlang blijft, maar dat bij draaiing over een 
hoek v om een zijner uiteinden de lengte verandert in 
reden van 1 tot e? (bij tegengestelde draaiing v negatief 
te rekenen). 

Hoeken worden op de gewone wijze gemeten. 

Zij A ABC willekeurig genomen, en A A,B,C, zoodanig 
geconstrueerd, dat £ A; == A, (AB) = (AB), (A/C) = AC. 
Wanneer de hoek tusschen AB en A,B, v is, dan is die 
tusschen AC en A;,C, ook v, omdat L A, == / À. 

En verder is AB, == € AB, :AjG, ==? AG. 

A ABC is dus gelijkvormig met A A,B,C, in verhouding 
van 1 : ee’. Bijgevolg is: 

AG AG 
en daar de hoek tusschen AC en A;C, ook wv is, heeft men 
| (A,C) = (AC) 
d.w.z. stelling A is juist. 

Men zou dus kunnen zeggen, dat A ABC in den stand 
van A A;,B,C, kan geschoven worden met behoud van 
alle zijden.!) | 

Stelling Il is niet juist; want maakt OP een geheel aan- 
tal omwentelingen om O, dan komt P in standen P,, Po 
enz., zoodanig dat 


OPS nr OP TOPS EN 
verwij (OP) == (OE OD) is 
II is niet juist, want AB en BA maken met elkander 
een hoek zm, zoodat 
ABBA, (ABe) 
IL en IV zijn niet juist, zooals men gemakkelijk inziet. 
FJA 


1) Men vindt hier de door S. Lie opgestelde transformatiegroep, 
waarvoor twee punten een invariant hebben. 
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Boekbeoordeeling. 


L Analytische meetkunde. Oplossingen der vraagstukken 
uit ’t leerboek der analytische meetkunde van Dr. P. van 
Geer door H. Siersma. Prijs f 2,25, 224 bladzijden. 

IL, Vraagstukken over de analytische meetkunde van ’t 
platte vlak en de rechte lijn en ’t platte vlak in de ruimte. 
Verzameld door H. Siersma. Met aanbevelend woord van 
Prof, P. van Geer, Prijs f 1,90. 173 bladzijden. 


De Redactie van dit tijdschrift verzocht mij mijn oordeel 
te zeggen over deze twee werkjes. Daar ze m.i. goede 
gidsen zijn op den moeielijken weg van de beoefening der 
analytische meetkunde, wil ik met eenige woorden op- 
wekken tot kennismaking. 

I. In dit boek vindt men de oplossingen van de opgaven 
uit Deel 1 van ’t leerboek der anal. meetk. van Dr. P. 
van Geer. Van vele dezer vraagstukken komen meerdere 
oplossingen voor. De talrijke figuren zijn zonder uitzon- 
dering duidelijk. Ik heb eenige vraagstukken opgelost, 
mijn oplossingen met die van den schrijver vergeleken en 
ben daardoor tot de overtuiging gekomen, dat dit werk, 
vooral voor hen, die zich zonder andere hulp dan eenige 
leerboeken in de beginselen der anal. meetk. willen be- 
kwamen, eene zeer groote waarde heeft. 

IL. Van deze verzameling kan ik ’t volgende zeggen: 

a) Zij sluit zich geheel aan bij de theorie der anal. 
meetk., zooals die in van Geer, Deel Il, is ontwikkeld. 

b) De vraagstukken klimmen veelal geleidelijk op; eene 
meer moeielijke opgave wordt vaak door meer eenvoudige 
opgaven ingeleid. 

c) De vraagstukken zijn kort, duidelijk en bepaald; de 
inhoud is gemakkelijk te overzien. 

d) In den beginne zijn hier en daar wenken gegeven 
over ’t te kiezen assenstelsel. 

e) De verschillende hoofdstukken geven genoeg (1000) 
oefeningen om de theorie goed te leeren verwerken. 


Nu zou deze verzameling zeker meer aan haar doel 
beantwoorden, indien ook de antwoorden op de opgaven 
waren opgenomen, maar zij komt mij toch zeer geschikt: 
voor, en ik durf haar gerust sterk aanbevelen. 

| | J. N. VISSCHERS. 
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Oplossingen der vraagstukken No. 10 enz. 


VRAAGSTUK 10. 


Wanneer in den boldriehoek A B C de boog AD van een 
grooten cirkel, die het hoekpunt A van den driehoek met het 
midden D der overstaande zijde verbindt, gelijk 90° is, zal 
de som der zijden AB en AC gelijk 180° zijn. 

Bewijs dit en toon tevens aan, dat men dan voor de 
spherische stralen r en R der in en om dien driehoek be- 
schreven cirkels heeft: 


a DN 2 
Ïgr COS: Ïg-g IgR=- ne 
KN 


Examen asp. landm. 1904 (Zie bl. 123). O. BENING. 


Opgelost door J. B. BAKKER, P. BAKKER, O. BENING, 
F. T, A, CEDEE, Mej. D. A. CREMER, G. D. RASCH, 
J. H. ROOG, V. Tu. v. Dn. VEN (2 opl), P. VOS. 


Oplossing van O0. Bening. 
cos + (Lb +-c) cos }(b—c) 
COS + a 


Bekend is de formule: cos AD = 
waaruit volgt: 
cos Lacos AD = cos 4 a cos 90° = cos } (Lb + €) GOS + (b — cc) 

Derhalve: O = cos 4 (b + c) cos £ (b — c). 

Er kunnen zich nu twee gevallen voordoen 

cos &(b + c)—=0° en dus 4 (b + c) —= 90° of b + 4 —= 180°, 
en cos 4 (b —c) —=0° en dus 4 (b — c) = 90° of 5 —c —= 180°, 


Dit laatste geval blijkt onmogelijk te zijn, dus b + e= 180°, 
Nu is: Tgr==tg} Asin(s—d); s—ad=—=90° — ta; derhalve 


EA tg Ja e ers fe) BE Oe 
Leone Uit b + c=180° volgt B+C == 18055 
d d 


S—A=90—tA, dusTgR= == 


cos(90— 3 sin 
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Oplossing van P, Bakker, J. H. Roog, 
Van Blinven dae Ven. P: Vos: 


We verlengen de bogen AC en AD; dan ontstaat er een 
boldriehoek CDE, welke gelijk en gelijkvormig is met 
beb omdats bj. DE bs AD == 90° (wantbebris het 
tegenpunt van A), bg.CD =bg.DB, en / CDE == (ADB. 
Derhalve hebben we: bg. CE = bg. AB en / DCE —= / ABD, 
waaruit we besluiten, dat de som der zijden AC en AB, 
alsmede de som der hoeken ACD en ABD 180° is. 

Verder als voorgaande opl. 

VRAAGSTUK 11. 

Bewijs, indien p‚q en r de bogen van groote cirkels zijn, 
die de middens der zijden a, b en c van een boldriehoek 
verbinden, 

cosp _ cosq __ cosr 
costa costb cos tc 


O. BENING. 


Opgelost door J. B. BAKKER, P. BAKKER, O. BENING, 
SCF. T. A. CEDEE, Mej. D. A. "CREMER, G. Te RASCH, 
V. Tu. v. D. Vande vòs. 


Oplossing van 0. Bening. 

De middens’D, E en F der zijden AB, BC en AC worden 
door bogen van groote cirkels verbonden. DF =p, DE = g,- 
BE: 

In bol-A DAF heeft men: 

COS p — COS Lb cos Le + sin tb sin 4e eos A, 
en dus 
COSP cos }bcos te + sin 4 bsin }eeos A rt 
cos + dq COS + qd 

In A A DBE en ECF vindt men door toepassing van 
den cosinusregel: 

COS q — COS Had COS Hc + sin } asin +c cos B, 
en cos 7 == COS } qd COS : b + sin }a sin 4 ï b cos C. 


Hieruit volgt: 


cosq _ costacostc-sin}asin $ccosB (2) 
cOs+b COS £ 7 
COS COS JA COS + b—+- sin +asin 4 becos C (3) 


COSLC eos Cc 
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Nu blĳkt het tweede lid van de verg. (1), (2) en (3) 
gelijk te zijn aan cos 4 E; 
want cos } E — sin 4 Ee (A —J- Rr 8 +4 
sin 4 A Breen JCH cos (A + B) sin 4 
cos 4 (da — b) cos 2 + Beos a + b)sin 24 à C_ 


COS Lc 
__COS 4 (a — b) (1 J- cos C) + COS + (a + b) (1 — COS C)_— 
Fe COS 4 C RS 
_ COS Ja COS Fb sin 4 asin 4 boost 
COS LC 


Hetzelfde bewijst men voor het tweede lid van de verg. 
(1) en (2). 


D COSY rr COSY EOS: 


CóS dd Oe db MOS TE 


Oplossing van F. T. A. Cedee, 


Zij OABC de boldriehoek en OA —= OB =OC=R=I. 
Verder L, M en N de middens van de koorden AB, BC en 
CA, dan snijden de vlakken, door de punten L, N, O; 
L, M, O en M, N, O gebracht, den bol resp. volgens de 
gegeven groote cirkels p, q en 7. In den vlakken driehoek 
ABC is nu LN // BO, terwijl BC de lijn OM rechthoekig. 
snijdt. Hieruit volgt, dat LN de lijn OM rechthoekig kruist. 
Wij kunnen dus door de lijn LN een vlak brengen locd- 
recht op OM. Zij S het snĳpunt van dit vlak ‘met OM, 
dan is OS — OL. cosq en ook OS = ON. cos r, en daar we 
hebben OL = cos }c en ON = cos }b, zoo volgt hieruit, dat’ 
cos +ccosq=costbcos7r. Op gelijke wijze toont men 
aan, dat cos ; bcosp = cos }acosq, waaruit dan volgt, dat 

COS MEEGOSUE B cos 7 
costa cost b coste 


VRAAGSTUK 12. 


A, B, Coen De zĳn vier punten in eene rèchtes AGD 
CG en D’ de vier over TEE 0d in de inverse figuur. 
Bewijs, dat: 


ACTBD ACAB D 
ABCD ADD 


O. BENING. 
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Opgelost door O. BENING, Mej. A. W. BLOMHERT, 
C. BRAKMAN, F. T. A. CEDEE, V. TH. 
v. d. VEN, P. VOS. 


Oplossing van O0. Bening. 


Zij O de oorsprong; A, B twee punten eener rechte; 
A’ B de twee overeenkomstige punten in de inverse figuur. 
Verbindt men deze punten door rechte lijnen, dan is: 

OA OB’ 
OB — OA” 
De driehoeken OBA en OA’B' hebben één hoek gemeen, 


en de zijden om dien hoek evenredig; ze zijn dus gelijk- 
vormig. Hieruit volgt: 


OA X OA’ = OB X OB', of 


ABe OA 
Aaa OD 
Indien A de macht van inversie is, heeft men: 
OAN OA EN 
OBRNBORPSLOB LT OALCOB* 
Nen k BARD den 
Derhalve: AB = OA X OB” of AB = OA KOE 
KX AG 
Op dezelfde wijze vindt men: AC = OA” X 00” 
deden Mn dere GD. 
B OBOD" #°_ OCXOD' 
AC X BD 
Deze waarden gesubstitueerd in den vorm AB X CD geeft: 


BEENOE SEB DEX h 
OALTOC LOB KOD" SACHOBD AC X BD 
Be ODI ABIGCD, ABX DE 
OA’ X OB' “OC! X OD | 


VRAAGSTUK 18. 


Bewijs, dat 2% 2" 1 deelbaar is door 7, indien n 
geen drievoud is, | 
O. BENING. : 
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Opgelost door J. B. BAKKER, P. BAKKER, O. BENING, 
Mej. A. W. BLOMHERT, C. BRAKMAN, F. T. A. 
_CEDEE, H. v. DINTER, W. F. GISOLF, A. J, 
KLEIN SWORMINK, G. D. RASCH, J. H. 

ROOG (2 opl), F. J. VAES (2 opl), 
VERLEEND EN a OO 
He Gi ASVERKAART, 


Oplossing van O0. Bening. 
23 = 7-voud +1 
gin—= 7-voud +1 
of 2 1 == 7-voud. 
Nu is: nt nl en a 5 
Is „ geen 8-voud, zoo is dus 2” — 1 geen 7-voud. 


SN__ 
De vorm ie gn 2 1 is dan wel deelbaar 
door 7. 


Oplossing van J. B. Bakker, A. J. Klein Swormink, 
JiMsshoog, Va Llneusdseken: 


Voor 22 2 + 1 is te schrijven: 2#(2* 4 1) +1, 
n geen 3-voud zijnde, onderscheiden we 2 gevallen: 
DI en b) n=3p—l. 


Q). DRE KL 
== X(1q-1)=7g 2. 
1 = gt 8. 
Dus 2" (2* + 1) = 7r— 6, waaruit: 
(ek 1) + 1 = Tr 7 = een 7-voud, 
b). ll en ek DE 
=d XV 1) 
= 7-voud + 4. 
2 1 =7-voud +5 


Dus 2” (2* + 1) + 1 = 7-voud + 21 == een 7-voud. 
Is echter n=3p, dan is 2*= Pr (iv IS 
1v +1, dus 2 (2* HD) H1=7v 8. 
Opmerking van A. J. Klein Swormink. 
Dit vraagstuk is een bijzonder geval van de algemeene 
eigenschap. 
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Als » geen drievoud is, dan is 
aa” +1 deelbaar door a? + a +1. 

Hoewel deze stelling zeker bij meerderen bekend zal 
zijn, trof ik ze toch nergens aan. Ze is naar aanleiding 
van bovenstaande oplossing op eenvoudige wijze aan te 
toonen. Ook voor n= 3p zijn gemakkelijk kenmerken van 
deelbaarheid aan te geven voor den gegeven vorm a” + 
ar + 1. 

Oplossing van P, Bakker. 
(28 Vlees 
Tiet LNE 

De teller van dit gebroken getal is voor alle waarden 
van »” deelbaar door 2% —1==7. Als de noemer nu geen 
factor 7 bevat, is de vorm een 7-voud. 

Gegeven is dat » geen 3-voud is; we kunnen dus stellen: 


n=3pd-lofn=3p-2, 
en vinden dan den noemer 
een 7-voud + 1, of een 7-voud + 8. 


Eerste oplossing van F. J. Vaes. 


In het twee-tallig stelsel wordt 2” voorgesteld door een 
1 gevolgd door ” nullen, dus bijv. 100000; 2 + 2” + 1 is 
dan 10000100001 (met twee groepen van „”—l nullen). 
Het getal 7 is in dat stelsel 111. Vermenigvuldigt men 
het eerste getal met 11111 (een getal bestaande uit » éénen), 
dan komt er | 


gen In en 1 —= 


PREI EEDRENLLT, 


bestaande uit 3 éénen, of » maal een groep van 3 éénen. 
Dit produet is dus zeker deelbaar door 111, en wel is 
het quotiënt 1001001001001, nl. » éénen telkens gescheiden 
door twee nullen. (De uitkomst van de deeling van het 
gegeven getal door 111 is dus 
3 6 3 (n — 1) 
EL DOLOOT: AA nr ak ) 
H1111 nl 
Wanneer „ een 3-voud is, dus bijv. 1000000 uit één 1 
en 3 p nullen bestaande, dan is het getal waarmede ver- 
menigvuldigd moet worden 111111, uit 8 p éénen bestaande ; 
en het product 111111 {111111 | 111111 bevat Sp groepen 
van drie eenen. Het is dus door 111 deelbaar, doch deze 
factor is er in gebracht door den vermenigvuldiger. 
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Tweede oplossing van F.J. Vaes. 


Als 2# een 7-voud + a is, dan moet 2” een 7-voud + a 
zijn, en de gegeven vorm is dan een 
7-voud + a? + ad +1. 
Dus moet a* +a +1 een 7 voud zijn. 
d kan 0, 1, 2, 3, 4, 5 of 6 wezen. Door beproeven ziet 
_ men ‘dat slechts 2 of 4 voldoen, dus 2” is een 7-voud + 2 
of een 7-voud +4, of volgen is de schrijfwijze van de ge- 
tallenleer : 
Dh Zelmode note st MO 
Neemt men ” —= 1, 2, 3 enz, dan verkrijgt men (voor 
haken Sap 
2=2, P=4, 238, of =1, 
252, 2954, 261, enz. 
De achtereenvolgende machten van 2 geven dus de ge- 
wenschte rest 2 of 4, wanneer „ geen drievoud is. 
Opmerking van H.G. A. Verkaart. 
Den vorm a”— b® kan men ontbinden op 2 manieren : 
(a —b)P 
en (a*— b®) (arn abe J b 2), 
Ben 2de product moet RE zijn door a? — hb’, dus 
ook door a* J- ab + b°. 
‚ Daar de twee vormen a” —b” en ant ar De + b geen 
factor gemeen hebben, is a? + ab + b? slechts op één van 
beide deelbaar. Op a”—b” is a? + ab + b° slechts deel- 
baar, als deze vorm door a? — b* deelbaar is, dus als » een 
8-voud is. Hieruit volgt, dat in het tegenovergestelde 
geval a* + ab. b? deelbaar is op a” + ab” + Hr, 
Het bovenstaande komt voor in een artikel van den 
heer P.J. Bos in den Vriend der Wiskunde 1904. 
Vervangt men «door 2 en b door 1, dan heeft men de 
stelling van vraagstuk 18, 


VRAAGSTUK 14. 

Bewijs, dat 5P—2X SPL 1 deelbaar is door p,‚, als p 
een ondeelbaar getal voorstelt. 0. BENING. 
Opgelost door J. B. BAKKER, O. BENING, Mej. A. W. 
.BLOMHERT, C. BRAKMAN, F. T. A. CEDEE, Mej. D. 

A. CREMER, H. v. DINTER, A. J. KLEIN SWOR- 
MINK, J. H. ROOG VDH VEN: (2-0p li 
EL GA VERKA ART Pae VOS, 
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Oplossing van O. Bening. 
Ee 
Daar 5 ondeelbaar is, heeft men volgens het theorema 
van Fermat: 
5P-l — 1 = p-voud. 
DPL == p-voud + 1. 
dus : 5.5? t == p-voud +5. 

Daar 8 eveveens ondeelbaar is, heeft men volgens het- 

zelfde theorema : 
8e — 1 == p-voud, 
3Pt == p-voud + 1, 
6.37! = p-voud + 6. 
Derhalve: 5.5?! — 6.3? 1 + 1 = p-voud + 5 — p-voud — 
6 + 1 = p-voud +5 —6 + l == p-voud, 
of 5P—2 XPH 1 is deelbaar door p. 
Opmerking van 4. J. Klein Swormink. 

Voor p=3 en p=5 gaat dit bewijs niet door, omdat 
dan het theorema van Fermat niet van toepassing is. Bij 
substitutie blijkt echter, dat ook voor deze waarden de 
stelling doorgaat. 

Oplossing van J. B. Bakker en H. v. Dinter. 
DP — 2 X3P 1 kan worden voorgesteld op deze manier: 


HBP AX He 
Ee CE 


— Pp PLE 
PPN B IDP EL 
here end Aant ot nt 


top Pp!) opa 32 
T° WO 19? En 


EN opt PD) p—?2 
Ean Elger 


Daär p ondeelbaar is gegeven, zijn alle coöfficienten 
deelbaar door p, en mitsdien de gegeven vorm ook. 
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VRAAGSTUK 15. 


De zijden van een zesvlakkenhoek raken aan een kegel- 
oppervlak van den 2” graad. Een vlak aantebrengen, dat 
met de ribben hoeken maakt, waarvan de som maximum is. 
(Met den hoek tusschen lijn en vlak wordt hier de scherpe 
hoek bedoeld). 

C._A.-GikKor: 


Opgelost door C, BRAKMAN, C. A. CIKOT, H. v. DINTER, 
Week SGISODE E05: 


Oplossing van C. A. Cikot. 


Een vlak, dat niet door den top gaat, en alle ribben 
snijdt, geeft met den kegel een kegelsnede, waarom de 
doorsnede met den zesvlakkenhoek beschreven is; de lijnen 
welke in dien zeshoek de overstaande hoekpunten ver- 
binden, gaan door één punt (Brianchon), of de vlakken, 
gebracht door de overstaande ribben snijden elkaar volgens 
één lijn; deze lijn is die, welke met de ribben hoeken 
maakt wier som minimum is (te bewijzen door de eigen- 
schap, dat in een drievlakkenhoek één zijde kleiner is dan 
de som van de andere); een vlak aangebracht loodrecht 
op die lijn is het gevraagde, immers de hoeken, welke die 
lijn met de ribben maakt zijn de complementen van de 
hoeken tusschen dat vlak en de ribben, en de som van 
eenige scherpe hoeken bereikt een maximum als de som 
hunner complementen minimum is. 


Oplossing van W.F, Gisolf. 


Laat men een loodlijn neer uit den top op een vlak, 
dat aan de voorwaarde voldoet, dan moet de som der 
hoeken, die die lijn met de zes ribben van den kegel 
insluit, een minimum zijn. 

Beschouwt men twee overstaande ribben van de piramide 
en brengt men daar een vlak doorheen, dan vormt de 
hoek dier twee ribben voor die twee ribben een minimum 
som; evenzoo voor de twee overblijvende paren ribben, en 
het is nu nog alleen de vraag of die drie vlakken elkaar 
volgens één lijn zullen snijden. Brengt men een vlakke 
snede aan door kegel en piramide, dan moeten dus de 
diagonalen, die drie overstaande hoekpunten verbinden, 
door één punt gaan, wat volgens de stelling van Brian- 
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chon het geval is. Maar er zijn 60 punten van Brianchon, 
die natuurlijk ieder een lijn gevon. 

Beschouwt men de piramide echter, niet als een samen- 
stel van vlakken, maar als een begrenzing door gedeelten 
van vlakken, dan valt de ruimere opvatting van overstaande 
hoekpunten weg. Er is dan maar één punt van Brianchon, 
omdat er maar één opvatting van overstaande punten is, 
die door de zooeven genoemde beperking wordt toegelaten. 
Dit punt valt binnen de zeszijdige piramide. 

Brengt men dus door de drie paren overstaande ribben 
drie vlakken, dan is het vlak, dat loodrecht op hun ge- 
meenschappelijke snijlijn wordt aangebracht, het gevraagde 
vlak. 

VRAAGSTUK 16, 


Als een zeszijdige piramide in een kegeloppervlak van den 
den graad beschreven is, kan men haar zijdelingsch opper- 
vlak snijden volgens een zeshoek waarin de overstaande zijden 
evenwijdig zijn, en omgekeerd. 

| Gr Ar GIKOTS 


Opgelost door C. BRAKMAN (2 opl), C. A. CIKOT, 
Mej. D. A. CREMER, H. v. DINTER, W. F. 
_ GISOLF, P. VOS. 


Oplossing van C. A. Cikot. 


Het grondvlak is in een kegelsnêe beschreven, en daar- 
om liggen de snijpunten van de overstaande zijden op 
ééne lijn (Pascal); de overstaande zijvlakken snijden elkâar 
dus volgens drie lijnen, die liggen in het vlak, dat door 
den top en de lijn van Pascal van het grondvlak gaat. 
Als twee vlakken gesneden worden door een vlak even- 
wijdig met hunne doorsnêe, zijn de sniĳlijnen evenwijdig, 
daarom zal een vlak aangebracht evenwijdig met boven- 
genoemd vlak het zijdelingsch oppervlak snijden volgens 
een zeshoek met 2 aan 2 evenwijdige zijden. 

Is omgekeerd het bestaan van dien zeshoek bekend, 
dan liggen de 3 snijlijnen van de overstaande zijvlakken 
in één vlak dat door den top gaat, en de overstaande 
zijden van het grondvlak snijden elkaar daarom in punten, 
die op eene rechte lijn liggen (de doorsnede van bovenbe- 
doeld vlak met het grondvlak); daaruit volgt, dat het 
grondvlak in een kegelsnede, en daar wèêer uit dat de 
piramide in een kegel van den 2den graad is beschreven. 
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Oplossing van H. van Dinter, 


10, De hoekpunten van het grondvlak liggen op een 
kegelsnede. Derhalve liggen- de 3 snijpunten der over- 
staande zijden op een rechte lijn. Verbindt men deze 
3 punten nu met den top, dan liggen de 3 verbindings- 
lijnen in één vlak. Dit zijn tevens de snijlijnen der over- 
staande zijvlakken. Brengt men dus een vlak aan even- 
wijdig aan het vlak dier lijnen, dan snijdt dat de piramide 
volgens een zeshoek, waarvan de overstaande zijden even- 
wijdig loopen. 

20, Omgekeerd. Loopen de overstaande zijden van den 
zeshoek evenwijdig, dan is zijn vlak evenwijdig aan de 
3 sniĳlijnen der overstaande zijvlakken. Dus liggen deze 
in één vlak, en snijden het grondvlak in 3 collineaire 
punten. Maar dan is het grondvlak in een kegelsnede 
beschreven, dus het kegeloppervlak van den 2den graad. 


Oplossing van W. EF, Gisolf. 


Neemt men een willekeurige snede door Een kegel, de 
ontstaat een kegelsnede met ingeschreven zeshoek. Van 
dezen zeshoek snijden drie paren overstaande zijden elkaar 
in drie punten zoodanig, dat ze op een rechte lijn liggen 
(stelling van Pascal). 

Verbindt men deze drie snijpunten met den top, dan 
liggen de drie verbindingslijnen in een plat vlak, en 
vormen tevens de snijlijnen van de drie paren overstaande 
vlakken van de piramide, die bij de genoemde 3 paren 
lijnen behooren. Brengt men dus een vlak evenwijdig 
aan het vlak, dat gaat door den top en een Pascal'sche 
lijn, dan voldoet dat vlak aan de gevraagde voorwaarde, 
En daar er 60 Pascalsche lijnen zijn, zijn er ook 60 zulke 
sneden aan te brengen. 

Het omgekeerde volgt direct uit het omgekeerde van de 
stelling van Pascal; de Pascal'sche lijn wordt dan door de 
oneindig verre lijn gevormd. | 


VRAAGSTUK 17. 


Als men door een punt binnen een tetraëder vlakken aan- 
brengt evenwijdig met de vier zijvlakken, worden er binnen 
het lichaam vier tetraëders gevormd; dat punt zóó te bepalen, 
dat de som van die vier minimum is. 

C. A. Cikor. — 
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Opgelost door C. A. CIKOT, H. v. DINTER, W. F. GISOLF, 
V. Tu. v. D. VEN, H. G. A. VERKAART, P. VOS. 


Oplossing van C. A. Cikot. 


Stel de afstanden van het gevraagde punt tot de vier 
zijvlakken x,y, z en w,‚, en laat de hoogtelijnen zijn a, b, 


c en d dan heeft men dt 5 ke 5 J 7 —= 1 (theorie van 


de inhouden). Nu zijn al de viervlakken, die men binnen 
het oorspronkelijke krijgt gelijkvormig met het oorspron- 
kelijke, en hunne inhouden staan dus tot dien van het 
oorspronkelijke als de derde machten van geliĳjkstandige 
lijnen. 
Nu moet derhalve (5+5 J- 5 in IT minimum zijn 
ERLE) : 


als-T== inhoud oorspronkelijk tetraëder. Dit heeft plaats als 
a EE! 8 
BRD nlet LT Het gezochte punt is dus het 


zwaartepunt van het tetraëder. 


Oplossing van W. F. Gisolf. 


Beschouwt men twee der gevormde tetraëders t,‚ en té. 
Deze zijn gelijkvormig en gelijkstancig, hebben een hoek- 
punt en dus een ribbe gemeen. Men laat nu uit het eene 
uiteinde van / en uit het gegeven punt P in den grooten 
tetraëder loodlijnen A, en kh, neer op een vlak van den 
grooten tetraëder, waarin l niet gelegen is, h, en Jh 
vormen dan twee geliĳjkstandige hoogtelijnen van de twee 
tetraëders. Laat men nu het punt P langs 4 bewegen, dan 
neemt k, met een evengroot bedrag toe als h) afneemt; 
en is nu fs de grootste der twee tetraëders, dan is ook 
het grondvlak g, waarop A, staat grooter dan het grond- 
vlak g, waarop /, staat; en dus neemt hun som bij het 
verschuiven van P naar den kant van f; af, totdat ze 
gelijk geworden zijn; laat men P verder bewegen, dan 
doorloopt men dezelfde toestanden in omgekeerde richting. 

Een dergelijke beschouwing is voor alle vier tetraëders 
op te zetten. Hun som zal dus minimum zijn, indien het 
mogelijk is, dat ze alle vier gelijk worden of anders zal 
dat minimum toch zooveel mogelijk van alle toestanden 
tot dezen toestand moeten naderen. 
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Nu gaan de lijnen, die de middens van de drie paar 
kruisende lijnen in een viervlak verbinden door één punt 
en deelen elkaar middendoor (Cíikot, Stereom. Vrgst., 2e 
druk, blz. 64), en het vlak dat door twee ervan gaat, snijdt 
den tetraëder volgens een parallelogram en is evenwijdig 
met het paar kruisende ribben, dat de derde lijn verbindt. 
Door- dat punt getrokken lijnen evenwijdig aan die kruisende 
ribben worden ‘dus middendoor gedeeld. 

Het is nu niet moeilijk in te zien, dat dit Dik het 
gevraagde punt is. De minimumsom is 4 DL sr —= re van den 
geheelen tetraëder. 


VRAAGSTUK 18. 


In een zelfde cirkel kan men onbepaald veel vierhoeken 
construeeren met dezelfde hoeken; den maximumvierhoek te 
bepalen. 

C: AS CIEOR 


Opgelost door J. B. BAKKER, O. BENING, F. T, A. CEDEE, 
CG. A. CIKOT, Mej. D.A. CREMER Hw DENDE 
WF. GESOEE-(2- opl), Veele vn. SCN 
H.G. A. VERKAART, P. VOS. 


Oplossing van C. A. Cikot. 


Daar de hoeken van den vierhoek constant zijn, zijn dit 
ook de diagonalen. Het oppervlak van een vierhoek is 
gelijk aan het halve product van zijn diagonalen en den 
sinus van hun hoek; de oppervlakte is hier dus maximum 
als de diagonalen loodrecht op elkaar staan. 


VRAAGSTUK 19. 


Door drie punten P,, Po, P3 der gelĳĳkzijdige hyperbool 
xys=k? legt men een cirkel, „die-haar nog in Ps Snydt 
Bewijs, dat het tweede uiteinde van de middellijn der hyper- 
bool, welke door P,‚ gaat, het hoogtepunt is van driehoek 
Br 

H. v. DiNreR. 

(Examen M. O. K‚, 1904. Zie W. T, 2e afl. bl. 120). 

Opgelost door P. BAKKER, F. T. A. CEDEE, H. v. 


DINTER, W. F. GISOLF, Dr. N. QUINT, 
A. SCHRÖDER. 
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Oplossing van H. v. Dinter. 


Zooals bekend is ligt het hoogtepunt H van ABC op 
de hyperbool; haar middelpunt O ligt op den negenpunts- 
cirkel van ABC. Trekken we nu de lijn HO door, tot 
waär zij de hyperbool nog snijdt in D, dan is HO —= OD. 
Maar als men uit het hoogtepunt van een A lijnen trekt 
naar den omtrek van den negp.o, en die lijnen met zich 
zelf verlengt, liggen hunne uiteinden op den omgeschreven o 
van den A. Derhalve ligt D op den o ABC. 


Oplossing van A. Schröcer. 


De linen P,Ps en PsP, zijn ‘antiparallel met de as. Dus 
(1) tn OO Ee AP 

Noemt men P, het bedoelde tweede uiteinde, dan zijn 
de lijnen PsP, en PsP, supplementaire koorden. Voor een 
gelijkzijdige hyperbool is de betrekking tusscheu 2 supple- 
rentaire koorden gerekend ten opzichte van de as 
OR ten Mardan | | 

Uit de verg. (1) en (2) volgt dat 

HEEN Ere! 

in woorden: de lijn PsP, staat loodrecht op de lijn PP. 
En daar wij weten, dat als 3 punten op een gelijkzijdige 
hyperbool liggen, ook het hoogtepunt erop ligt, moet P, 
het hoogtepunt zijn van den driehoek P,P‚P3. 


Oplossing van W.F. Gisolf. 
In Fiedler An. Geom. der Kegelschnitte le Dl, hlz, 335 


komt in opgave 10 een ongeveer gelijkluidend vraagstuk 
voor: | 


Alsm=hy =S een punt van een gelijkz. hyperbool 


is, dan is van vier punten A,, A5, A3, 4, elk het hoogtepunt van 
den driehoek der andere, als A,AgAs), = — 1, en elk heeft 
een symmetrisch punt — x | — y op den door de drie 
andere punten gaanden cirkel,” 

Beschouwt men de punten A,, A5, A3 als de hoekpunten van 
van den driehoek, dan moet allereerst bewezen worden 
dat A, het hoogtepunt is. Trekt men A,Az en A3À,, dan is 
het voldoende aan te toonen, dat A,25 1 23A4, daar door 
letterverwisseling die eigenschap voor de andere zijden 
te verkrijgen is. 
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Nu is de vergel. van A,As: 
| Mt tyk — kg 
en van AsA,: 


Az U HY =k Mk A. 
Het product der richtingscoefficienten is Aj AgA3A =— Ì; 


Wits b, w. 

Neemt men nu het symmetrische punt van A, dus —a,; 

de lijn As (—A,) heeft tot vergelijking: 
Ask Ly =kAz dk 

Door de punten A,, 25, A5, — A, moet een cirkel gaan of 
m.a. w. bissectrieën van A,As en — A4Â3 moeten evenwijdig 
zijn aan die van den gelijkzijdigen hyperbool. 

De lijnen: y —MA,v==0 en y + A,A9t moeten-dus de 
hyperbool ook in vier op een cirkel gelegen punten snijden, 
Dit lijnenpaar heeft tot vergelijking: 

yr H — DY (Ag Agh) = 0. 

Telt men hierbij op Aa + Agha) UJ — (AjAg H *3Ag) hi, 

dan ontstaat de vergel. van een cirkel. 
Opmerking van Dr. N. Qwint. 
Verwezen moet hierbij worden naar het stukje 5 bl. 196, 


VRAAGSTUK 20. 


In een ellips trekt men ordinaten en beschrijft daarop als 
middellijnen cirkels. Gevraagd naar de enveloppe dezer 
cirkels. Tevens te bepalen, hoever de cirkels reëel contact 
hebben met de enveloppe. 


H. v. DiNrer. 
Opgelost door H. v. DINTER, C. v. SPAENDONGK, 
F, J. VAES. 

Oplossing van H. v. Dinter. 
De cirkel beschreven op de ordinaat in het pant ® 
heeft tot vergelijking 
(2 — ad COS P)2 Hy? = b2 sin 2P 
of, gerangschikt naar machten van cos ® 
(a? Hb? cos Pd — 2axeos® Ja? Jy? — U? =0. 
De voorwaarde voor gelijke wortels in cos ® is: 
Bp — (a? Hb) (2 Hy? — bh) = 0 


Een Be | ee & > : 
ot ant 5 zijnde de enveloppe 
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Zoolang de enveloppe reëel contact heeft met den 
Cirkel, zal de straal van het raakpunt tevens normaal 
zijn van de enveloppe. Deze snijdt echter de groote as 
nooit voorbij het keerpunt der ontwondene. Derhalve 
geeft de ordinaat door dit punt de grens aan voor het 
reëele contact. 

De ontwondene der enveloppe is: 


(EBER (Bern 


a 
a? 
Dee Ordanis =d a ‚ de lengte der ordinaat 
az 4 
20? 
KS) TE 
Wa? 


Lost men het vraagstuk op voor elke andere kegelsnede, 
dan vindt men evenzoo voor enveloppe een overeenkom- 
stige kegelsnede. Steeds is er een grens voor het reëele 
contact, behalve wanneer de kegelsnede 2 rechte lijnen 
zijn, dan raken alle cirkels in reëele punten. 

Voor de gelijkzijdige hyperbool is de vergelijking der 
cirkels: 

-—Zarsec P Jy? Ha? = 0. 

Hier vormen zij dus een coaxaal systeem, waarvan x — 0 
de machtlijn ís. Zij gaan allen door de punten « —=0, 
Toe NN 

Voor twee 1° lijnen gaan de cirkels door den oorsprong, 
en raken allen elkaar en de y-as. 


Oplossing van C, van Spaendonck. 
Zie volgenden jaargang. 


Vraagstukken. 


(Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofd- 
redacteur voor 25 October 1905. Nieuwe opgaven, verge- 
zeld van de oplossingen, worden gaarne verwacht. 

Verzoeke het papier slechts aan één kant te beschrijven, 
en voor elke oplossing een afzonderlijk vel papier te nemen.) 


51. Een gelijkzijdigen drievlakkenhoek te construeeren, 
gegeven de hoek, dien eene ribbe met de overstaande zijde 
maakt, OA GIKOT 


Wiskundig Tijdschrift le Jaargang. 18 
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52. Een veranderlijke driehoek houdt steeds denzelfden 
tophoek (in stand en in grootte); de som van de opstaande 
zijden is constant; bewijs dat de omgeschreven cirkel door 
een tweede vast punt gaat, en leid de meetkundige plaats 
af van eenige merkwaardige punten van dien driehoek 
(midden der basis, middelpunt van den omgeschreven 
cirkel, zwaartepunt, hoogtepunt, middelpunt van den 
negenpuntscirkel, enz). CA Gro 


53. Het zwaartepunt van een octaëder met snijdende 
diagonalen valt samen met dat van een tetraëder, waarvan 
de hoekpunten zijn: het snijpunt van de diagonalen en de 
punten, die men op de diagonalen verkrijgt, als men op 
iedere diagonaal de twee stukken verwisselt. C. A. Crkor, 


54. Uit de hoekpunten van een koordenvierhoek trekt men 
lijnen, die isogonaal verwant zijn met de diagonalen (d.w.z. 
men verwisselt de twee stukken waarin iedere hoek van 
den vierhoek door een diagonaal verdeeld wordt); bewijs 
dat eerstbedoelde lijnen reken aan een cirkel concentrisch 
met den oorspronkeliĳjken (en die tot straal heeft R cos d, als 
R de straal van den oorspronkelijken cirkel, en d de hoek 
tusschen de diagonalen is); de raakpunten zijn de hoek- 
punten van een vierhoek, tegengesteld gelijkvormig met 
den oorspronkelijken. CG. ASCTEORS 

55. Van een nzijdige pyramide is gegeven dat alle 
opstaande ribben gelijk zijn, en de grootte 7 van die 
ribben. Construeer de maximum-pyramide met deze ge- 
gevens, C, A. Crkor. 


56. Vier punten A, B, C en D liggen op denzelfden 
cirkelomtrek. Bewijs, dat er een punt Q aan te wijzen is 
zóó dat de cirkels AQB en CQD, en ook BQC en AQD 
elkander raken, terwijl verder het eene paar het andere 
rechthoekig snijdt; verder, dat er bij ieder paar nog een 
soortgelijke cirkel behoort, en eindelijk, dat er nog een 
tweede dergelijk punt Q’ aan te wijzen is. C.A. Crkor. 


57. Door O, het middenpunt van een koorde AB van 
een kegelsnede, is een willekeurige koorde POQ getrokken. 
Een tweede kegelsnede raakt aan de eerste in P en Q 
en snijdt AB in S en T., Bewijs, dat AS =e BT, 

H. v. DiNTER. 


58. Uit een punt worden 2 raaklijnen aan een ellips 
getrokken; wanneer deze raaklijnen de beide assen in 4 


279 


coneyclische punten snijden, vraagt men naar de meetk. 
plaats van het punt. ER DINTER: 


59. De asymptoten van een gelijkzijdige hyperbool, be- 
schreven om A ABC zijn de Wallace lijnen van de uit- 
einden eener middellijn van den omgeschreven cirkel t. 0. 
van A ABC. H. v. DiNrer. 


60. Op de zijden BC, CA, AB van A ABC zijn buiten- 
waarts de rechtstreeks gelijkvormige driehoeken A'BC, 
BCA, CAB, en binnenwaarts de rechtstreeks gelijkvormige 
driehoeken A°BC, B'CA, CAB geconstrueerd. Te bewijzen, 
dat de driehoeken ABC, ABC’ en A’B'C” een gemeen- 
schappelijk zwaartepunt 4 hebben. E. D.J. Dr JONGH JR. 


61. Als A, B en C de hoeken voorstellen van A ABC, 
en sin 3 ® — sin (A — ®) sin (B — ®)sin(C— DP), dan is 
cotg d —= cotg A + cotg B + cotgC. HE. D.J. pe JONGH JR. 


62. De meetkundige plaats te vinden van de toppen 
der driehoeken, die een gegeven lijn AB tot basis hebben, 
en waarvan het verschil der hoeken aan de basis gegeven is. 


Hi Di F DE JONGH SR: 


63. Men vraagt een bewijs van de eigenschap: De 
meetkundige plaats van de middelpunten der kegelsneden, 
welke raken aan 4 gegeven rechte lijnen, is een rechte. 


Ee De JE DE JONGHE JR: 


64, De meetkundige plaats te bepalen van de brand- 
punten der parabolen, die drie gegeven rechten aanraken. 
EB. D. J. pr JONGH JR. 


65. Een gelijkzijdige hyperbool en een ellips, welker 
assen onderling evenwijdig zijn, hebben contact van de 
tweede orde. Welke is de meetkundige plaats van het 
middelpunt der hyperbool. C. Vv. SPAENDONOK. 


66. Bepaal de meetkundige plaats der punten van uit 
welke men onderling loodrechte raaklijnen aan een astroide 
kan trekken. Bewijs ook dat de bisectrice van den rechten 
hoek, of wel door het middelpunt der astroide gaat, of wel 
een andere astroide raakt, die gelijkvormig geplaatst is 
met de evolute der gegeven astroide. 

C. v. SPAENDONCK. 


67. Het eenige omwentelingsoppervlak, zoodanig, dat 
in elk punt de hoofdkrumtestralen in grootte gelijk, in 
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richting tegengesteld zijn, is het oppervlak, dat voortge- 
bracht wordt door En wenteling van een kettinglijn om 
haar directrix, C. Vv. SPAENDONCK. 


68. Indien men in een A heeft. 7, hi Gide 
de lijn, die het middelpunt van den ingeschreven cirkel 
verbindt met het zwaartepunt, evenwijdig aan of loodrecht _ 
op de zijde a. H. G. A VERKAARES 

69. Indien d, de, ds, d, de afstanden voorstellen van 
een willekeurig punt in het vlak van een driehoek tot de 


middelpunten der in- en aangeschreven cirkels, dan heeft 
men de betrekking 


da 2 ch, 2 de 2 d2 


Jd =8k, 

Ta Ty Ve 3 
waarin R, %, %4, fs; Tc de stralen der om-, in-, en aange 
schreven cirkels voorstellen. H. GG, A. VERKAARE 


70. ABCD is een bolvierhoek, waarin een cirkel is 
beschreven. AB=a,BC=b, CD=cen AD==d. Te be: 
wijzen: sin a :sin c==sin 1, C sin U, De sin WSASSi ee 

J. N. VISSCHERS. 


Vraag en Antwoord. 


Antwoord op vraag 16. Het op bladz. 146 gegeven ant- 
woord op vraag 16, werd belangrijk aangevuld op blz. 207. 
Doch blijkt nog steeds verdere aanvulling mogelijk. 

Toegevoegd kunnen worden: 

Stelkunde. W.S. Burnside and A. W. Panton, The theory 
of equations, 2e druk, 1886 (London, Longmans, Green & Co). 

Meetkunde. Dr. A. vas Leerboek der Stereometrie. 

Onderstaande mededeeling heeft ook betrekking op vraag 16. 

| Rep. 


In de tweede aflevering van ons tijdschrift is voor de 
studie voor de akte K;, aanbevolen: Analytische Geometrie . 
der Kegelschnitte van Dr. Wilheim Fiedler nach George 
Salmon (uitgever B. G. Teubner, Leipzig). 

In 1887 is de. vijfde druk verschenen in twee deelen; 
in 1898 de zesde, eveneens in twee deelen. 

Het eerste deel van den zesden druk komt mij voor 
ruim voldoende te zijn voor die studie. 
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Daarin staat echter niet de analytische meetkunde van 
de rechte lijn en het platte vlak in de ruimte, die ook 
in het examenprogramma voor K, genoemd zijn. Daarvoor 
zal men dus andere boeken moeten raadplegen; b.v. hei 
eerste deel van de Analytische Meetkunde van Prof. P. van 
Geer (Uitgave Sijthoff, Leiden) of Lecons de géométrie 
analytigue par C. Briot et J. C. Bouquet (Uitgever Ch. 
Delagrave, Paris, Rue Soufflot), welke boeken op zich zelf 
ook zouden gebruikt kunnen worden voor de studie voor K,. 

Het komt mij niet ondienstig voor op te geven, welke 
paragrafen uit Fiedler bestudeerd moeten worden. Ik heb 
daarbij het oog op den zesden druk: S1—S$17; S18—$28; 
S25—842; S44—858; S5I—S66; S1O1—-S108; SIII; 
S115 —S8128; S124—8182; S141—$8161; S164—S8 208; 
S211—-$248; S255; S256. (Het teeken — beteekent „tot 
en niet „tot en met”) 

Tevens vestig ik de aandacht op de verzameling van 
vraagstukken over de Analytische Meetkunde, verzameld 
door H. Siersma, en verschenen bij den uitgever van ons 
tijdschrift. }) H. A. D. te Nijmegen. 


Antwoord op vraag 22. De regelmatige 1/-hoek wordt 
behandeld in Schlömilch, deel II, blz. 122. (Vertaald door Eger.) 
H. GOUWENTAK. 


Antwoord op vraag 28, Ja. Is P=BXC en Q=AXB, 
dan heeft men de identieke vergelijking PXA=QXC, 

Neem A=a—5btw, B= ee 
Pd b w‚en w=W(a?H 2ab + 25 b2). Ontwikkel de 
producten P en Q; gij vindt dan de door u als voorbeeld 
gegeven identiteit terug, C, SrToLP. 


Vraag 24. Ik verneem, dat Steiner den cirkel van Feuer- 
bach den 12puntscirkel noemde. Op welke 3 punten had 
hij daarbij het oog? (behalve op de 9 gebruikelijke.) 

IeGrorus te W, 

Antwoord. In zijne beroemde verhandeling „Die geome- 
trischen Constructionen ausgeführt mittelst der geraden Linie 
und eines festen Kreises (Berlin, 1835, ook Ges. Werke I, 
blz. 491) gelukte het Steiner op den c. v. F., een nieuw 
heht te werpen door zijne theorie der geliĳjkvormigheids- 


1) Zie Boekbeoordeeling in deze aflevering. Red. 
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punten. Hij merkte op, dat van den omgeschreven cirkel 
en den c. v. F. het hoogtepunt het uitwendige en het 
zwaartepunt het inwendige gelijkvormigheidspunt is. Hier- 
uit volgt, dat de c. v. WF. ook moet gaan door de drie 
punten op de zwaartelijnen, die van het zwaartepurt half 
zoover verwijderd liggen, maar aan den anderen kant, als 
de punten, waar de zwaartelijnen den omgeschreven cirkel 
snijden, van de middens van de bijbehoorende zijden. Het 
zijn deze 83 punten, die Steiner den c.v. F., als een 12 
puntseirkel deden opvatten. 

Vraag 25. Is er geen Nederlandsch woord voor parallel 
lopipedum 2? B. te H. 


Antwoord, Onlangs is in Duitschland het woord „spaath” 
voorgesteld, waarbij dus blijkbaar aan den rhomböeder ge- 
dacht is, waarin kalkspaath kristalliseert. Dit woord zou 
ook bij ons ingevoerd kunnen worden, tenzij een onzer 
lezers een beter weet. 


Vraag 26. Is er een meetkundige oplossing voor het 
vraagstuk: een A te construeeren, waarvan gegeven zijn 
de basis, een hoek aan de basis, en de bissectrix van den 
tophoek ? 0: Br tens 


Vraag 27. Op hoeveel verschillende wijzen kunnen bij het 
whistspel de kaarten verdeeld worden? Icnorus te W. 


Antwoord. Gelin (Questions d’Arithmologie, Huy, 1896) be- 
rekent dit aantal op 53644.737765.488792.839237.440000. Q. 


Vraag.28. Mogen in een evenredigheid ook negatieve 
termen voorkomen? Zijn b.v. de volgende vormen even- 
redigneden ? 

6:2=—3:—1. 
8:—8=— 20:74, ZERO. 

Antwoord. Evenredigheden met algebraïsche getallen 
worden in de nieuwere meetkunde, de werktuigkunde en _ 
de natuurkunde herhaaldelijk gebruikt. Daarom moet de 
vraag bevestigend beantwoord worden. balie 


Vraag 29. In zoowat alle verzamelingen en leerboeken 
komt onder den een of anderen vorm het volgende klas- 
sieke vraagstuk voor: 

„Wanneer de tophoek van een driehoek met vaste basis 
een gegeven grootte heeft, beschrijven het middelpunt van 
den ingeschreven cirkel, en dat van den aangeschreven 
cirkel aan de basis, cirkelbogen.” 
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In geen enkel mij bekend boek vond ik het bijbehoorende 
gedeelte, nl. dat ook de middelpunten der andere aange- 
sehreven cirkels cirkelbogen doorloopen. 

Wie kan mij meedeelen, waar deze stelling reeds ge- 
publiceerd is”? ZERO. 


Vraag 50. De volgende vormen zijn door a + b + c deelbaar: 

ad bc, 

atb 3abe, 

aP dbi Hes t5abelab tact be), 

al HDT Hel —7abe(a?b? + a? + b2e?). 

Er schijnt een algemeene gedaante voor deze en soort- 
gelijke door a + b + c deelbare vormen te bestaan. 

Deze ig niet za?” tt (2n +1) GD A Dez brl erk 
want de tweede vorm is niet za*—8abczb°%°, maar 
ra?—aber be”. De eerste vorm kan wel onder deze ge- 
daante gebracht worden, als men hem verdubbelt. De 
volgende (54°) vorm, nl. sa® + 9 abe = boe? blijkt echter bij 
onderzoek niet deelbaar te zijn door a + b + c. 

De algemeene gedaante is ook niet 

Tartt L(2n 4 1) (— 1)" abe (z beyt, 

De 2de en de 34° vorm zijn wel van die gedaante. De 
4de ook, indien men er 14a2b2c?(ad-b+c) aftrekt. De 
1steechter niet. Ook blijkt de volgende vorm za® +9 abe (s be)? 
weer niet deelbaur te zijn door a Jb Jc. 

Welke is de algemeene gedaante dezer vormen? ZERO. 


Vraag Sl. Ik ondervind nog al eens moeite met reeks- 
ontwikkelingen, d.w.z. als het er op aan komt, kan ik 
het wel, maar het gaat mij niet gemakkelijk af. Ligt het 
nu aan mij, ik ben nml. autodidact, of aan mijn leerboek 
(Lobatto — Rahusen), dat dit mij niet duidelijk wil worden 
of moet men om hierin door te dringen, de geheele 
analysis (differentiaal en integraal) doormaken. Mij kan 
streng genomen, die verkapte differentiaalrekening in de 
hoogere algebra niet voldoen. Vandaar dat het er zoo 
slecht in wil. Immers als Lobatto (Lagrange) spreekt van 
Fl(x) of 1° afgeleide, dan is dat toch ook niets anders 
dan differentiaalrekening. Is dit nu iets gezochts of iets 
waars? Zou iemand niet eens een streng betoog in dit 
tijdschrift kunnen geven. 

Kan iemand mij anders een leerboek opgeven, dat mij 
wat de reeksontwikkelingen betreft beter bevredigen kan ? 
Iets kan uitstekend zijn (Lobatto— Rahusen bijv.) zonder 
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nog voor iedereen goed te zijn. In andere opzichten waar- 
deer ik dit leerboek ten zeerste. WILHELM. 


Correspondentie. 


Het „Eerste bewijs van het theorema van Ptolemeus” 
door R. Riĳjksen (3e afl. blz. 184), blijkt niet nieuw te zijn. 

Het werd door den heer M.L. de Boer in „de Vriend 
der Wiskunde”, 17°? jaarg. 1902, blz. 158 gegeven. RED. 

Op blz. 101 is het woord cosini gebruikt — dit moet 
zijn cosinus. Dit zou juist zijn indien men het wil afleiden 
uit sinus==zeeboezem, boezem van een mensch, vouw 
van een kleed. 

Het verband tusschen deze beteekenissen en de meet- 
kundige is ver te zoeken; een meer ongedwongen afleiding 
is de veronderstelling, dat het zou afgeleid zijn uit semi- 
inseriptus, d.i. de sinus is de halve zijde van een inge- 
schreven veelhoek. H. GOUWENTAK, 


Nieuw verschenen werken. 


W. H. WISSELINK. Kern van de theorie der reken- 
kunde, 2e stukje, tweede druk. Groningen, P. Noordhoff, 
1905. /.0.50. 

GW. TEN DAM en TH. DE JONGH VAN ABKBE 
Leerboek der Meetkunde (Planimetrie). Schiedam, H. A. 
M. Roelants, 1905. f 1.90. 

S. DE GAST Jz. Overzicht der Algebra, Theorie en 409 
Vraagstukken. ’s Gravenhage, Joh. IJkema, 1905. f0.60. 

Bij Gauthier-Villars (Paris) zijn verschenen: 

ERNST LINDELÖF. Le calcul des résidus et ses appli- 
cations à la théorie des fonctions. 141 blz. | 

PROBLEMES PLAISANTS ET DELECTABLES, qui se 
font par les nombres, par Ciaude-Gaspar Bachet, sieur de 
Méziriac. 4me éd, 161 blz. 

P. APPELL et J. CHAPPUIS. Lecons de mécanique 
élémentaire, à l'usage des élèves des classes de mathé- 
matiques A en B. 296 blz. | 

De redactie had het genoegen kennis te maken met de 
dissertaties van de heeren Vreeswijk, en Fred. Schuh. 

De volgende afl. zal daaromtrent een nadere mededeeling 
bevatten. 
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